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Vorwort 



Das vorliegende Schriftchen ist aus einer bestimmten 
Veranlassung hervorgegangen. Von Seiten meiner Zuhörer 
wurde mir nämlich der Wunsch ausgesprochen, ich möchte 
ihnen ein kleines Kompendium der theoretischen Mechanik 
far die Eepetition empfehlen. Da mir nun ein derartiges 
Büchlein, welches den erforderlichen Sto£P enthält imd zu- 
gleich der gegenwärtigen Ausbildung dieser Wissenschaft 
entspricht, nicht bekannt war, so entschloß ich mich, einen 
ganz kurzen Abriß der wichtigsten Lehren der Kinematik 
und Dynamik auszuarbeiten. 

Aus naheliegenden Gründen wurden jedoch die Formeln 
und Lehrsätze der Mechanik nicht zusammenhangslos neben- 
einander gestellt, sondern in systematischer Reihenfolge 
entwickelt. 

Die geometrischen Sätze der Kinematik sind nur an- 
deutungsweise berührt, da es zweckmäßig erscheint, dieses 
interessante Gebiet in selbständiger Darstellung zu geben. 

Sehr gern hätte ich der Mechanik der stetig veränder- 
lichen Systeme einige Abschnitte gewidmet. Es war mir 
aber in der Eile nicht möglich, etwas Befriedigendes in 
dieser Richtung zu bieten, so daß ich eine spätere Gelegen- 
heit benutzen muß, um das jetzt Versäumte nachzuholen. 

300025 



IV Vorwort. 

Überdies findet man in der hier g^benen Theorie der 
Fadenkurven einige — wenn auch ganz elementare — Ent- 
wickelungen^ welche auf diesem Gebiete liegen und sich 
ohne besondere Schwierigkeit auf allgemeinere Systeme aus- 
dehnen lassen. 

Die Lehre von den unstetigen Bewegungsprozessen ist 
hier wohl zum erstenmal eingehender behandelt imd zwar 
mit Rücksicht auf die approximative Integration der 
kinetischen Differentialgleichungen. 

Femer habe ich auch die allgemeinen Prinzipien der 
Kinetostatik^ die sich in neuerer Zeit eines regeren Inter- 
esses erfreuen^ in einem besonderen Abschnitt systematisch 
zusammengestellt. 

Nach dem Vorgänge Schells sind die kinematischen 
Begriffe von den dynamischen scharf getrennt worden. 
Änderungen in der Terminologie, welche Uerdorch mög- 
licherweise später veranlaßt werden, sind jedoch in der 
vorliegenden Darstellung fast ganz vermieden. 

Auf die Wiedergabe der fundamentalen mechanischen 
Vorstellungen Lagranges ist das größte Gewicht gelegt. 
Dieser Auffassung gemäß mußte durchweg zwischen den 
mechanischen ^^lemeutarbegriffen^^, die sich zunächst auf 
einen materiellen Punkt beziehen, und den Ausbildungen 
derselben zu „Systembegriffen^^ unterschieden werden. Indem 
die von Hertz gewählte Benennung „Vektor in bezug auf 
ein System^^ in dem vorliegenden Abriß konsequent bei- 
behalten wurde, erhält dieser prinzipielle Gegensatz einen 
seiner Bedeutung entsprechenden — wenn auch vielleicht 
etwas schwerfälligen — Ausdruck. 

Endlich war in jenem Zusammenhang das Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen ohne jede Rücksicht auf dynamische 



Vorwort. V 

Vorstellungen bereits in der Kinematik der zusammengesetzten 
Systeme einzuführen und der Nachweis der Zweckmäßigkeit 
des Prinzips in der Eonetik nachzuholen. 

Von der Streckenrechnung sind eigentlich nur die 
Definitionen der beiden geometrischen Produkte benutzt. 
Ein näheres Eingehen auf die ziemlich verwickelten Sätze 
der Vektoranalysis erschien nicht angebracht. 

unerläßlich ist die Vorstellung der räumlichen 
Vektoren in der Mechanik, während die Verwendung des 
inneren und äußeren Produktes — im Grunde genommen — 
nur die Bedeutung einer analytischen Stenographie hat, 
welche zugleich die unmittelbare Anschauung der räum- 
lichen Beziehungen unterstützt. 

Die Übersicht der historischen Entwicklung der all- 
gemeinen Prinzipien und Methoden wurde in einem be- 
sonderen Anhange (F. Daten aus der Geschichte der 
Mechanik) gegeben. Form und Inhalt dieses Teils der 
Darstellung sind durch die Mitwirkung meines Stiefsohnes 
Alfred Jatho (Gymnasiallehrer in Oberhausen, Rhnl.) in 
einer — wie ich hoffe — günstigen Weise beeinflußt. 

Ob das Büchlein einige Freunde gewinnen wird? 

Karlsruhe, im Juli 1902. 

Karl Heun. 
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L Mathematische Hilfsmittel. 



1. Geometrische Addition 

a = % + 0^2 + 0% . 

Die Strecken o^ , «2 , a^ und — a bilden in ihrer ramn- 
Kchen Aneinanderreüiung einen geschlossenen Polygonzug. 

2. Das innere Produkt der Strecken a und b ist 
definiert durch die Gleichung: 

ab = ab cos {a\b). 

3. Das äußere Produkt der Strecken a und b ist 

ein neuer Vektor c, welchen man erhält, indem man sich 

mit den Füßen auf die Ebene durch a und b stellt und um 

die Körperachse eine Drehung nach links von a gegen b aus- 
führt und endlich in der Richtung von unten nach oben 

die Länge ab sin {a\b) aufträgt. 
Ist also 

c = ab, 
so wird 

c = ab sin {a\b). 

4. Man rechnet mit Vektoren, indem 
man die obigen Definitionen streng beachtet 
und im übrigen die gewöhnlichen arithmetischen 
Regeln benutzt. 

5. Ist 




a = «1 + «2 + «3^ b = \ + h + h> ^*»- ^' 

He an, Mechanik. 1 



2 I. Mathematische Hilfsmittel. 

SO wird 
ab = ai\ cos (%|6i^ + a^ 62 cos («1I62) + ^1^« ^^s (^l^s) 

+ 02^1 cos (ä^|6i) + «2^2 cos («21^2) + ^2^3 COS (a2|&3) 

+ agfti cos (aglfti) + ash cos (aglftg) + «3 ^s cos (ö^lftg). 

Deuten also die Indices 1, 2, 3 drei zu einander senk- 
rechte feste Richtungen (Achsen) im Baume an^ dann erhält 
die vorstehende Gleichung die einfache Form: 

womit das innere Produkt durch die rechtwinkligen 
Komponenten der einzehien Faktoren ausgedrückt ist 

6. Ganz analog bildet man unter der Voraussetzung 
einer rechtwinkligen Zerlegung der Faktoren das äußere 
Produkt: 

c = ah = {a^ + a^ + a^) (\ + 62 + ^3) 



= ai6i + ai&2 + Ö1&3 



+ a26i + a2&2 +«2^3 



+ 0361 +«362 +ö^3&3 

und erhält nach 3. die Komponenten von c, nämlich: 

C2 = agil — «163 
^3 = ai&2 — 0^2 ^1- 

7. Für das temäre Produkt abc gelten nach 5. imd 6. 
die Vertauschimgsformeln: 



abc = cab = bca, 

welche auch eine Grundeigenschaft der Determinanten aus- 
drücken. 

8. Ebenso gewinnt man aus 6. die Beziehung: 

a{bc) = (ac) • b — (ab) • c, 

die zur Abkürzung in der Streckenrechnung häufig be- 
nutzt wird. 



I. Mathematische Hilfsmittel. 3 

9. Man merke noch als Folgerung aus 5. und 6. die Formel : 

a6 . cd = (äc) (6d) — (6c) (ad). 

10. Die Gleichimg einer Ebene mit der Normalen n ist: 

n {x — n) = oder vx = n, 
wenn v einen Einheitsvektor nach der Beziehung 

n== nv 
vorstellt. 




Fig. 2. 



11. Die Gleichung einer Geraden, die in der Richtung e 
durch den Pimkt a geht, ist: 



€(x — a) = 0. 




Fig. 8. 



12. Die Gleichung einer Raumkurve denken wir uns 
dargestellt in der Parameterform: 



4 I. Mathematische Hilfsmittel. 

^1 = h W> ^2 = /2 W^ ^s = ^ W^ 
80 daß auch a; eine Funktion von r ist. Femer setzen wir: 

dx — 



dx 



= X 



und bestimmen einen Einheitsvektor a, welcher die Richtung 
von dx hat, aus der Gleichung: 

o = c • X, 
Dann ist nach 5.: 

I = a2 = c2.i2 d.h. c = ^. 

dx 

Mithin: _ _ 

— dx dx dx 



o = 



dx dx dx * 



dx ist die Länge des Bogendifferentials, welches man 
gewöhnlich mit ds bezeichnet. 
Die Komponenten 

CvX-t dXa Cl/Xo 

""^^d^' ""'^d^' ""'^d^ 

sind also die Cosinus der Winkel, welche die Tangente 
der Kurve mit den festen Raumachsen eiQSchließt. 

13. Wir bilden ferner aus o durch nochmalige 
Differentiation einen zweiten Einheitsvektor: 

— do 

dx 

so daß 

_ dx 1 do 

do ' r dx 

wird und bemerken, daß — nur für die gerade Liuie ver- 
schwindet. — ist also ein Maß der Krümmung der be- 

r ° 

trachteten Eaumkurve. r ist die Länge des Radius der 
ersten Krümmung.*) 

*) Der direkte Nachweis, daß r der Radius des Krümmungs- 
kreises ist, konnte hier unterbleiben. 



I. Mathematische Hilfsmittel. 5 

Aus der BeziehuDg 

d^x dx 1 d (dx dx\ ^ 

' y o z= X = —T I I = U 

dx^ dx 2 dx \dx dx] 

schließen wir, daß v auf o senkrecht steht 

do ist der Kontingenzwinkel der Kurve. Die 

Ebene durch o und v heißt die Schmiegungsebene 
derselben. 

Die Komponenten 

Cv X-t d Xn Cv Xq 

sind die Cosinus der Winkel, welche die Hauptnormale 
der Kurve mit den festen Raumachsen einschließt. 

14. EndKch betrachten wir einen dritten Einheitsvektor 



r'= vo. 



Dieser steht auf der Tangente und der Hauptnormale senk- 
recht und seine Komponenten 

sind die Cosinus der Winkel, welche die Binormale der 
doppelt gekrümmten Kurve mit den festen Eaumachsen ein- 
schließt. Drei den Einheitsvektoren a, r, v' parallel laufende, 
von einem beliebigen Punkte der Kurve ausgehende Strahlen 
bilden ein rechtwinkeliges Achsenkreuz, das man in der 
Mechanik vielfach benutzt. 



n. Kinematik. 



A. Der freie Punkt. 

1. Bezeichnen wir die Zeit mit x, dann stellt der Vektor 

— d X ~ 

v^ -^- = X 
ax 

die Geschwindigkeit des Punktes x nach Richtung und 



Vax 




Fig. 4. 

Größe dar. Es ist also: 



--m^^-^hm 



Nach L, 12. fallt die Geschwindigkeit in die Tangente der 
Bahn. 

2. Der Vektor _ _ 

— _dv d'^x 
^^d^^di'^ 

definiert die Beschleunigung des Punktes x. 

3. Nach I., 12. und 11., 1. ist 




B. Bewegung auf einer festen Ebene. 

also 

do , dv — — 
ax dr 

oder nach I., 13: 

v^— dv — — 

r dr ^«•^• 

„Die Beschleunigung fällt ganz in die Schmiegungs- 
ebene der freien Bahn". (Euler.) 

„Die Tangentialkomponente ist die Derivierte der Größe 
der Geschwindigkeit nach der Zeit". (Newton.) 

,JDie Normalkomponente ergiebt sich als das Verhältnis 
des Quadrats der Geschwindigkeit zu dem Radius der ersten 
Krümmung der Bahn". (Huyghens.) 

B. Bewegung auf einer festen Fläche. 

4. Die Gleichungen der Fläche setzen wu* in der Para- 
meterform: 

voraus. Dann ist 

dx^ dx^ dq^ d x^ dq2 
dr d q^ dr dq^ dx 

dx^ S X2 dq^ dx^ dq^ 
dx d q^ dx B q^ dx 

dx^ dx^ dq^ dx^ dq2 
dx dq^ dx dq^ dx 

Diesen Formeln entspricht die Vektordarstellung 

^ = «1 • Ö'i + «2 • fe • • • (a) 

oder auch 

da; = Ci • dq^ + gg • dq^ ... (b) 
Man bilde nun die kinematische Größe: 



8 n. IThMWMtilr 

cL h.: 

J5^= 2 L^i ^1^1 + '^^1 ^ ^1 i + ^ ^ il 
oder 

Ir . 

Bieraas folgt: 

dE __ . 

TJ — £l £l gi + £l £j gj = €l r =i)i 

ai:_ . __ 

Ans der Gleichnng (b) erhält man för q^ = Kons! = c^ 

— dx 
cq^ 

und für q^ = Konst. = c^ 

— Sx 
e, = -^ — • 

cq^ 

€i und €2 haben also bezw. die Bichtung der Tangente an 
die Linie (d I., 12.). 

oder an die Linie: 

Aus den Größen 

dE dE 

öq^ Sq^ 

erhalt man die Projektionen der Geschwindigkeit v auf 
diese Tangentenrichtungen: 

t;cos(i;i£i) = — * i?cos(t; €2) = — • 

Der Winkel, welchen diese Eichtungen miteinander 
einschließen, ist natürlich gegeben durch die Gleichung: 



B. Bewegung aaf einer festen Ebene. 9 

folgt also unmittelbar aus der Größe U. 
5. Die Gleichungen 

fuhren durch Differentiation nach der Zeit r zu den ent- 
sprechenden Beschleunigungsformeln. 
Man erhält zunächst: 

-dv dT^ - dp^ 

h ~j — r -T- • V = -T— 
ax ar ax 



— dv . de^ — dpo 

^2-1- + -^ • ^ = -T-^ 
dx dx dx 



und hieraus 



• de-, — 

• de., — 

s^w=p^ — -^ . V. 

Da der Ausdruck 

dx = Cidq^ + «2^9'2 

ein vollständiges Differential sein muß^ so besteht die Be- 
dingungsgleichung der Integrierbarkeit 



und es 


wird 






dv 


de. 


d.h. 


dq^ 


dq. 


Ebenso 


9 
• 

dv 


de. 



dq^ dq^ 

, d €9 ' d €i ' ,d e* ' 

ö^i ^^1 ^q^ 

dv de^ 
d q^ dx ' 



d €9 ' ö £9 • , 3 Co • 

«2 = ^3i + 3:r22 



Ö3, öffä" ' 02,^=' a^i" ' öff 



2 



10 
d.h. 

Hiemach ist: 



Die Projektionen der Beschleunigung w auf die in 4. 
erwähnten Tangentenrichtungen sind also: 



U. Kinematik. 




öv de2 




dq^ dx 




dv — 


aj5 


Bv — 

^1 — ti- . 


SU 



w cos 



m; 



dp2 d E] 



cos \w\e2) = — 



«2 Ld^ ög'gJ 



6. Üblicherweise bezeichnet man die Größen e^v, e^v 

bezw. e-^Wy £2^ ais „allgemeine Komponenten" der Ge- 
schwindigkeit und der Beschleunigung (Lagrange). 

C. Bewegang auf einer festen Kurre. 

7. Aus den Gleichungen der Kurve: 

kann man unmittelbar die Komponenten des Vektors v\ 

dx^ ' ' dx^ • • dXo ' 
^ dq ^^ ^ dq ^' "* S g^ ^ 

ableiten. Setzt man noch x= e > q und 

dann wird: 

1 dE p 



V cos 



(^li)= 






- » 



. •• 



D* Die kinematischen Elementarvektoren etc. H 

Für den Vektor w erhält man wieder die Lagrange- 
sche Darstellung: 

dp S E 



w cos 



\w\e) = — 



E Vdx B q\' 



D. Die kinematisclien Elementarrektoren 
in allgemeinen Banmkoordinaten. 

8. Bei der freien Bewegimg im Ramne kann man die 
rechtwinkligen Koordinaten x^y x^, x^ des Punktes als 
Funktionen von drei allgemeinen Koordinaten q^y q^y q^ 
ausdrücken^ indem man setzt: 

Dann besteht für v der Ausdruck: 

und die Betrachtungen von II. B. ergeben für die „Kom- 
ponenten^^ der Geschwindigkeit und der Beschleunigung un- 
mittelbar die ßesultate: 

— dE — dE -- dJE 

filt;=-r-=i)l, e^V^-T-^Psy «3^ = T^=i?3^ 

dq^ dq^ dq^ 
sowie: 
dp^ dE — dp2 SE dpo dE 

^ dr dq^^ ^ dr dq^ ^ dt dq^ 

Derartige Transformationen werden in der Kinetik 
des freien Punktes zuweilen mit Vorteil benutzt. 



E. Bednktion der kinematischen Elementarvektoren 

an gebundenen Systemen. 

9. Sind zwei oder mehrere Punkte gegeneinander nicht 
mehr frei beweglich, so bilden sie ein unfreies oder ge- 
bundenes System. 

10. PuBÜkte, welche zu einem System verbunden sind, 
können sich physisch — d. h. durch ihre Masse — dauernd 
voneinander unterscheiden. 
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Masse ist das Substanzielle, welches den kleinsten 
Teil eines physikalischen Körpers (materieller Punkt) dauernd 
von einem geometrischen Punkte unterscheidet. 

Zwei Massen (pt und ju.*) sind gleich^ wenn sie gleiche 
Schwerdrucke ausüben. 

Die Substanz eines Kubikzentimeters Wasser von 4® C. 
gilt als Masseneinheit (ju = 1). 

Das Produkt aus der momentanen Geschwindigkeit eines 

materiellen Punktes in seine Masse (juv) wird als Massen- 
moment der Geschwindigkeit oder als Bewegungs- 
größe (Newton) dieses Punktes bezeichnet. 

Das Produkt aus der momentanen Beschleunigung eines 

materiellen Punktes in seine Masse (jllw) wird als Massen- 
moment der Beschleunigung oder auch direkt als 
Massenbeschleunigung (Schell) dieses Punktes be- 
zeichnet. 

Die Massenmomente der Geschwindigkeit und der 
Beschleunigung eines materiellen Punktes sind Vektoren 
in bezug auf diesen Punkt. (Hertz.) 

11. Die Vektoren jliv und ßiw können im allgemeinen 
in bezug auf das System nicht mehr nach I., 1. geometrisch 
addiert werden — es ist vielmehr ein allgemeines kine- 
matisches Additionsprinzip erforderlich. (Lagrange.) 

Das geometrische Additionsprinzip (L, 1.) gilt im 
allgemeinen nur für Vektoren, welche sich auf denselben 
Punkt beziehen und dieser Auffassung entsprechend 
polygonal angeordnet werden können. 

12. Das Lagrangesche Additionsprinzip verlangt die 
Kenntnis von zwei kinematischen Elementen in bezug auf 
jeden materiellen Punkt des Systems: nämlich die Kenntnis 

des betreffenden Massenmomentes des Vektors {/uv oder /zw) 
und der zugehörigen virtuellen Verschiebung*) des 
Massenpunktes. 

Wir bezeichnen die virtuelle Verschiebung eines System- 
punktes X mit dx und setzen: 

dx =^ e^d Qi -}- £26 q2 -j- ... -{- Cv^^v) 



*) d. h. eine Verschiebung, welche der betreffende Punkt ver- 
möge der Beschaffenheit des Systems erleiden kann. 
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so daß eine Lage des Systems durch die allgemeinen 
Koordinaten q^, q^y . . ., qv bestimmt ist. Die Vektoren 

Hy ^2> • • «j ^v s^^ dann Funktionen dieser Koordinaten. 
Unter diesen Voraussetzungen ist femer: 

ddqc = ddq^. 

Man kann jedoch für die Darstellung der Verschie- 
bungen zuweilen auch andere Größen wählen, welche diese 
kommutativen Bedingungen nicht erfüllen. 

13. Die inneren Produkte juvdx und juwdx sind addier- 
bar im Sinne der gewöhnlichen Arithmetik, und die Ausdrücke 

2fjLvdXj sowie 2 fiwdx 

— wobei sich die Summationen auf alle materiellen Punkte 
des Systems erstrecken - sind lineare Funktionen in bezug 
auf die dq. Es ist also: 

2 fivdx = p^dq^+P26q2+ ... + JPv^qy 

2 fiwdx = t^dqi + U2dq2+ ... + Uydqv 

Hertz nennt die Größen p^, p^y •••> Pv ^'^ Kom- 
ponenten des Massenmomentes der Geschwindigkeit in 
bezug auf das ganze System und die Größen 

P^lZ^, P2'2jUf ...fPylUjU 

die Komponenten der Geschwindigkeit in bezug auf 
das System. 

Die Größen %, Wg, . . ., Uy haben die analoge Be- 
deutung für den Beschleunigungszustand des Systems. 

14. Für einen einzelnen Punkt von der Masse ßz nennt 

man die Größe 

1 1 . 

i;=-fMV^ = -f^x^ 

die kinetische Energie (Eankine) dieses Punktes und 
die Summe 

über das ganze System ausgedehnt, die kinetische Energie 
des Systems. 
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Nun ist identisch: 

fixdx = fixe^ • dq^ + /iircg • ^fc + • • • + fixsydqy 

dE ^ . SJE ^ SE ^ 

= — ^0^1 + — r-dg'2+ ••• +-r^oq^. 
dq^ dq,^ dq^ 

Folglich: 

Sqi dq^ dqy 

oder nach IL, 13.: 

dE _dE dE 

Diese fundamentalen Gleichungen verdankt man Lagrange. 
15. Zur Bestimmung der Großen %,t<2 9 • • * ^ benutzt 
man die Identität: 



oder 



fjLwdx = fjLxdx = -T- fJixdx — fjLxdx 

(X T 



jf 

H jLLwdx = -T-(ß Ptdqt) — dE, 



wo 

bedeutet. 

Nun ist aber in analoger Bezeichnung: 



Folglich 



d E 
dE= 8^ — öqc + Sp,d q, . 

2 ^wöx ^ 8[p, — ^ — ]dqi 



d. h. nach IL, 13. : 

ÖE 

Diese Ausdrücke für die Komponenten der System- 
beschleunigung wurden ebenfalls von Lagrange gefunden. 
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F. Die kinematischen Tektoren in bezng auf das 

starre System, 

16. Ein starres System ist ein Teil des massiven 

Baumes. Die mögUchen Bewegungen bx eines beUebigen 
Systempunktes ergeben sich deshalb unmittelbar aus der 
Anschauung. 

Wir nehmen zunächst an, der starre Körper rotiere (Fig. 6) 
um eine Achse 0-4, und tragen die Amplitude der unend- 
lich kleinen Rotation nach Größe und Sichtung auf dieser 
Achse ab.*) Den entsprechenden Vektor bezeichnen wir mit 

öd. Einen beliebigen Systempunkt P beziehen wir durch 

den Vektor x auf den Anfangspunkt und fallen von P 
eine Senkrechte (PJB) auf die Rotationsachse J., welche die 




Fig. 6. 



Länge x sin (di^p) hat. Da bx senkrecht auf den Strecken 
X und b'd^ stehen muß, so erkennt man unmittelbar, daß 



bx^=^ bd^ • X 
ist. 

Im allgemeinen hat der Punkt noch eine unabhängige 

Translationsverschiebung öc, wodurch 



wird. 



bx= bc-\- b'd' • X 



*) Der Drehnngssinn ist nach I. 3. und nach Figur 1 festgelegt. 
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Ist der Vektor des Punktes nicht Null, wie wir bis- 
her angenommen haben, dann erhält man für die allgemeinste 

virtueUe Verschiebung eines Punktes (i) eines stairen 
Systems den Ausdruck: 

dx= dc+ ö'&(x — c). (Euler). 

Hieraus folgt unmittelbar der Ausdruck für die elementare 
Geschwindigkeit eines Systempunktes 



wenn a> = -7— gesetzt wird. 

CO ist die Winkelgeschwindigkeit des Systems um 
seine Momentanachse. 

17. Für die kinetische Energie des starren Systems 
hat man den Ausdruck: 

E^-^I fi[c + (o(x — cyf' 



Wir setzen hierin x — c = a, so daß der Vektor a sich 
wieder auf den Punkt der Rotationsachse bezieht. 
Die Ausführung des Quadrats ergibt: 

1 • ~ — 1 — 2 

E = — ^ yuc^ 4- 2 ßiccoa + — -Z jucoa 

oder nach I. 7.: 



wo 2 fi = fji gesetzt ist. 
Setzt man noch 

2 lia = fi a y 

so erkennt man sofort, daß a der Vektor des Schwer- 
punktes des Systems in bezug auf darstellt. 
Hiemach läßt sich E in die Form bringen: 



E = o/^*^^ + ^* coa c+ Eo, 



worm 



Eq = -^2 li(oa 
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die Energie der Rotationsbewegung ist. Nach I. 6. erhält man 
die explicite Form 

oder 

Eo = ■^[Ticoj + T2C0I + TqcOs — 2D1CÜ2CO3 — 2D2ö)8ö>i 

— 2J)3a>iö>2], 
wo zur Abkürzung 

Dl = 2 ^«2 % f 1)2'=' -^ A*^3 % > ^3 = -^ A*% ^2 

V 

gesetzt ist. _ 

Die Komponenten a^, a^y a^ des Vektors a sind hierbei 
auf Achsen bezogen, welche bei der Bewegung mit dem 
starren Körper fest verbunden bleiben. 

Man nennt T^, T^, T^ die Trägheitsmomente des 
Systems in bezug auf die Achsen der «i , «2 ^ % ^°<1 ^1 > -^2 ^ ^3 
die zugehörigen Deviationsmomente. 

18. Um den Vektor des Massenmomentes der Ge- 
schwindigkeit in bezug auf das starre System zu ge- 
winnen, hat man nur den Ausdruck 

2 fjivdx = V 
explicit darzustellen. 
Nach II. 16. ist 

Setzt man zur Abkürzung: 



11 = jüia c + H jua{(oa)f 

I 

He an, Mechanik. 
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dann wird: 

2 fivdx = t^dc^ + ^2^^«+ h^% 

^^Das Massenmoment der Geschwindigkeit in bezug auf 
das starre System ist ein Vektor von sechs Komponenten 
(h-yhihi^j^i -^)» welcher sich auf die beiden Elementar- 
vektoren ^und jR zurückführen läßt/^ 

Für a* = reduziert sich der Vektor t auf die Bewegungs- 
größe des Schwerpunktes und i2 auf: 



J = 2 fxa{([oä). 
Die rechtwinkligen Komponenten von J sind: 



Jl = Ti(Oi — JD3CO.2 — -02^3 = 



Ji = T2(D2 — DiO^z — D^o^i == 



Jb = T^cog — Dg coi — Dl CO2 = 



5Eo 



19. Die Komponenten des Vektors der Massen- 
beschleunigung in bezug auf ein starres System gehen 
aus der Gleichung 

2 fjiwdx = sdc + S ' d'& 

hervor und sind s^, «2, s^, S^, Sg, ^3, wenn man nach 
rechtwinkligen Achsen zerlegt. 
Aus der Gleichung 



V = c -^ (o{x — c) 
folgt durch Differentiation nach der Zeit: 



W == C + (o{x — c) + 00 {x — c) 

oder: 



W7 = c + (o{x — c) -f co[co{x — c)] . 
Nach L 8., ist aber: 



(o[(o{x — c)] = (a> • X — c) ' (o — o)^ ' X 
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SO daß man für die Elementarbeschleunigung den Ausdruck 

w = c + coa + (cöa) • co — o)^ • a 



erhält, wenn wieder x — c = a gesetzt wird. Jetzt ist noch 
das Produkt wdx auszufuhren und die Summe 

2 juwdx 

über das ganze System zu erstrecken. Die Ausführung 
dieser Rechnung ergibt: 



S = /LI 

und 



c -\- (oa + co((oa)\ 



S = II ac + 2 ixa{(oa) + 2 fiiayii) • aco 
oder durch Einführung der Hilfsgröße (cf. II. 18.): 



J = S ixa[(üa) 



dJ 



S = uac -\ — = — h (oJ. 



Denn man zieht aus: 



J = 2 iJLa{oia) 

nach L, 8.: 

J = 2 [i{a'^w — (aw)a\, 
und daher: 



CD 



J = — 2 iu{a(o) (oUf 



= 2 juiacojaco. 
Für «"=0 erhält man die einfachen Formeln: 

dJ 



s=uc und S = ^ hcoJ, 

welche gewöhnlich benutzt werden. Doch kommt es gerade 
in den Anwendungen auf technische Probleme zuweilen vor, 
daß man den Eotationspunkt (0) nicht mit dem Schwer- 
punkt zusanunenfallen lassen kann^ also genötigt wird, auf 
die allgemeinen Beschleunigungsformeln zurückzugreifen. 
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6. Belatiye Bewegimg eines freien Punktes in bezng 
auf ein rotierendes starres System. 

20. Ein Pankt P blöibt in relativer Reihe in bezug 
auf ein rotierendes System, wenn er diesem System angehört. 
Seine absolute Geschwindigkeit wird in diesem speziellen 
Falle die „Führungsgeschwindigkeit" genannt. Die Ge- 
schwindigkeit in bezug auf das bewegte System ist die 
relative Geschwindigkeit. Im allgemeinen ist also die 

absolute Geschvnndigkeit x die geometrische Summe der 

FühruDgsgeschwindigkeit und der relativen Geschwindigkeit z. 
Besitzt das Bezugssystem um den festen Punkt die Winkel- 
geschwindigkeit (o, dann ist die Führungsgeschwindigkeit coz 
und die absolute Geschwindigkeit 



X = z -\- coz. 

21. Die vorstehende Formel gilt für die absolute 
Anderungsgeschwindigkeit eines beliebigen Elementar- 
vektors, der in bezug auf ein mit der Winkelgeschwindig- 
keit (o rotierendes starres System, eine relative Änderung 
erfahrt. Folglich ist auch: 

. « 

dx dz 



, = -^ — [- (oz + co(z -\- (oz). 
ax ax 

Denn die ganze Änderung von x setzt sich geometrisch 
zusammen aus der relativen Änderung: 

dz , - 

^ [- (OZ 

dx 
und aus der Führungsänderung: 

(o(z + coz). 
Also ist: 

d^x d'^'z 



wobei die Rotation cd als unveränderlich angesehen ist. Kann 
man diese Annahme nicht machen, daim wird: 
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dx^ dx^ 



+ coiSf + io z -\- (ü{z -\- coz). 



Es tritt also jetzt noch das Glied coz hinzu. In der Regel 
kommt man mit der Formel: 

d^X d^i j: - 



in welcher f =^ (o(oyz) die Führungsbeschleunigung, 
-^— ^ die relative Beschleunigung und c=^2mz die 

CL X 

zusammengesetzte Centripetalbeschleunigung be- 
deutet, aus. c wird auch zuweilen als Coriolisbeschleu- 
nigung bezeichnet. 

Die Prinzipien der relativen Bewegung werden bei der 
theoretischen Behandlung der Fallgesetze in bezug auf den 
rotierenden Erdkörper, zur Untersuchung der Bollbewegnng 
starrer Körper, sowie in der Kinetik der aus starren GKedem 
zusammengesetzten Gelenkketten und der elastischen Systeme 
benutzt Sie sind also auch für die Anwendungen der 
Mechanik auf technische Probleme von großer Bedeutung. 
Endlich sind sie auch als Ausgangspunkt vieler Sätze der 
geometrischen Kinematik mit Vorteil verwendet worden. 
(Resal, Königs.) 



in. Dynamik. 



Die Dynamik ist die Lehre von den Kräften und 
den durch sie hervorgebrachten Bewegungzustanden. Sie 
zerfällt in Statik^ Kinetik und Kinetostatik. 

Die Statik beschäftigt sich mit der Eeduktion der 
Elementarkräfte^ d. h. mit der Bestimmung der Komponenten 
der Systemkräfte, welche im allgemeinen nicht mehr den 
Charakter von Elemeütarvektoren (Strecken) haben. 

Die Kinetik behandelt den Bewegungsprozeß — im 
allgemeinen Sinne — welcher gegebenen Kräftesystemen 
entspricht. 

In der Kinetostatik werden die inneren Span- 
nungen, sowie die Reaktionen in den Gelenken und Lagern 
bewegter Systeme betrachtet. Sie ist ein wichtiges Glied 
der Maschinenmechanik. 



a) Statik. 

1. Die Massenbeschleunigung {fxw) faßte man schon 
in den ersten Entwicklungsstadien der Mechanik als durch 
eine äußere Ursache veranlaßt auf, und diese Anschauung 
erhielt durch die Ausbildung der Gravitationstheorie (Newton) 
eine wesentliche Stütze. 

In diesem Sinne kann man jeden Vektor, welcher mit einer 

Bewegungsgröße fiv oder mit einer Massenbeschleunigung [xw 
gleichartig ist, Kraft nennen, insofern eine Außenwirkung 
(Geschwindigkeit erzeugende bezw. beschleunigende) auf den 
freien materiellen Punkt von der Masse /x in Betracht kommt. 
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Man bezeichnet insbesondere den Vektor 

als „elementare Momentankraft" und den Vektor 

h = [JLW 

als „elementare zeitlich wirkende Kraft" (Hertz). 

Die Zusanjmensetzung von Kräften^ welche an dem- 
selben Punkte wirken, erfolgt nach der Regel der geome- 
trischen Addition (I., 1.). 

. Für die Zusammensetzung der Kräfte an einem System 
hat man dasselbe Prinzip (IL, 12. und 13.) angewendet, 
welches für die ihnen gleichartigen kinematischen Größen 

fjLV und fiw adoptiert wurde. 

Die Größen h • dx und h • dx werden virtuelle 

Arbeiten für die Kräfte h und h genannt. Deshalb be- 
zeichnet man die den kinematischen vollständig analog ge- 
bildeten statischen (dynamischen) Additionsregeln: 

2 h • 6x^\\-^dq^-\-\\2&q2'\' ••• + ^n&g.n 
S Ic » dx =k^dq^-\- V2dq2+ ... + k„^g„ , 

welche das ganze System der Elementarkräfte auf soviele 
Komponenten (hj, hg, ... h„ bezw. k^, kg, ... k«) zurück- 
führen, als dem materiellen Systeme Freiheitsgrade zdkommen, 
als „Prinzip der virtuellen Arbeiten". 

Die theoretische Mechanik ist in ihrem Entwicklungs- 
prozeß zu dieser allgemeinen Auffassung der Kräftereduktion 
allmählich (Galilei, Joh. Bernoulli, Lagrange) durch 
immer umfassendere Induktionen gelangt und hat auf jeder Aus- 
bildungsstufe sorgfältig darauf geachtet, daß die Folgerungen 
aus diesem allgemeinen Additionsprinzip für spezielle 
Systeme (Hebel, starres System) mit den bereits anerkannten 
elementaren Eeduktionsregeln (Satz vom Hebel, der schiefen 
Ebene, Flaschenzug, Seilpolygone) vollständig übereinstimmten. 

A. Eräfterednktlon am starren System. 

2. Da die Reduktion für Momentankräfte und zeitlich 
wirkende Kräfte dieselbe ist, so woUen wir der Gewohnheit 
gemäß nur die letzeren in den Gleichungen einfuhren und 
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die Sätze dementsprechend ausdrücken. Auch an massive 
starre Systeme brauchen wir hier nicht zu denken^ da der 
Massenbegriff in die Statik nicht unmittelbar eingreift. 

Nach n., 16. ist für starre Systeme dx^dC'i-d'&' x, also 

2!Jcdx=dC'Hk+I!kd§»x 
oder nach L, 8.: 

U k dx == de ' 2! k + di9 ' 2! xk . 
Setzen wir noch 

Hk = k und H xk=lA, 

so nimmt die Reduktionsgleichung die Form an: 

Hkdx^^k' Sc + W ' d&. 

^17 ^2} ^3f ^if ^2 9 ^3 ^i^d di^ sechs Komponenten des 
dynamischen Vektors in bezug auf das freie starre System. 
P^ser lystemvektor zerTaliralso hier in zwei Sticken 

k und M, welche man gewöhnlich die Kesultantkraft 
und das Moment der Elementarkräfte nennt. Der 

Vektor M ändert je nach der Wahl des Bezugspunktes 0, 
für welchen das Moment gebildet ist^ Sichtung und Größe. 

3. Setzt man a; = a + ^' indem man das Centrum des 

Momentes um die Strecke a verschiebt, dann wird das neue 

Moment: 

2 x'k = 2 {x — a)k = 2 xk — ak 

also 

M' = M — ak. 



Wir wollen M' = A • k setzen, also den Ort des 
Punktes 0' so wählen, daß die Sichtung des resultierenden 




Momentes (M') mit der Sichtung der Sesultantkraft zu- 
Bammen^t Dann ist 



J 
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Ak= M— ak 
oder 



0= kM — k(ak). 

Dies ist die Gleichung einer geraden Linie für den Ort 
des Reduktionspunktes 0', welche man die Centralachse 
des Kräftesystems nennt. 

Um die Gleichung der Centralachse in der Form I. 11. 
zu erhalten^ setze man 

k¥ = k2 . C, 

wodurch dieselbe zunächst die Form 

k2 .c — k2 . ä+("kä) k = 
annimmt. Hieraus folgt unmittelbar 



k(a — c) = 0. 

4. Wenn man will^ kann man alle Elementarkräfte^ 

welche das Moment M erzeugen^ durch zwei parallele und 

entgegengesetzt gerichteten Kräfte k und h' ersetzen, deren 

AngrifiPspunkte von durch die Vektoren a und — a be- 
stimmt sind. In diesem Falle ist 



also 



M = aÄJ + ( — a) ( — 1c) = 2a 'k 
M ^2ak. 




Flg. 8. 

Eine derartige dynamische Kombination nennt man ein 
Kräftepaar, a den Arm desselben. Seine Ebene muß 

auf M senkrecht stehen (Poinsot). 

5. Ein System von Elementarkräften ist an einem be- 
liebigen materiellen System im Gleichgewicht, wenn alle 
Komponenten des dynamischen Vektors in bezug auf dieses 
System verschwinden. 
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,^Am starren System halten sich lE^lementarkrafle das 

Gleichgewicht; wenn sowohl ihre Resultantkraft (i) als auch 
das resultierende Kraftepaar verschwindet*' Denn die Be- 
dingungen des Gleichgewichts sind: 

"k = und M"=0. 

6. Setzen wir in dem Ausdruck 



M = H xk 

X = X'+ X ' ky 



sodaß also k{x^ — x) = wird, dann geht derselbe über in 



M ^Zx'k + XUkk 

d. h. _ 

2! x'k = 2 xk. 

,,Werden am starren System alle oder einzelne Elementar- 
kräfte so verschoben, daß jeder Angriffspunkt in der Geraden 
der betreffenden Kraft bleibt, dann erfolgt keine Störung 
des Gleichgewichts, wenn dasselbe vor der Verschiebung 
bestand." 

7. Besonders einfach gestaltet sich die Kräftereduktion 
in der Ebene {x^ = Oy k^ = 0). Denn in diesem Falle ist 
das Moment 

M^= 2 xk 

und die Verschiebung des Eeduktionspunktes um die 

Strecke a, welche der Substitution x = a + x' entspricht, 
gibt: 

wenn wieder 

2\==^ kl und 2k2==V.2 
gesetzt wird. 

Die Bedingung M ' = oder % kg — «g '^i = ^ liefert für 
den Ort desjenigen Reduktionspunktes 0', für welchen das 
Kräftepaar verschwindet, eine Gerade in dieser Ebene 
{„Centrallinie"), wenn nicht ki = und kg^O wird. Im 
allgemeinen Falle reduzieren sich also alle Kräfte auf eine 

Resultantkraft k, im letzteren auf ein Kräftepaar. 
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8. Die Reduktion eines Systems paralleler Elemen- 
tarkräfte 

A • Ä, X' 'k, ..., A^''^ • k 
ergibt : 

k = [X + r+ ... +A(^)].Ä=2'A.F 
und 

M ^-TA« xk. 
Die Substitution x = a -]- x' liefert: 



tA'=^2:X{x — a)k. 
Setzt man 

ü Xx = X* ' U l, 

so wird das Moment in bezug auf den Pimkt a: 



M' = H X • (x* — ä)k, 

verschwindet also für ä=i?. 

Der Punkt x* wird als Mittelpunkt der parallelen 
Kräfte bezeichnet. Das ganze System der Elementarkräfte 

reduziert sich für denselben auf die Resultante k, indem 
das Moment (also auch das resultierende Kräftepaar) ver- 
schwindet. 2! X wird hierbei als von Null verschieden 
vorausgesetzt 

9. Wenn ein starres System einen festen Punkt C 

hat, dann übt das Kräftesystem auf denselben eine Reaktion r 
aus. Die Gleichgewichtsbedingungen geben 

woraus 

7= —2'^ 
folgt. 

10. Ein starres System kann auch zwei feste Punkte 
mit den Koordinaten (0, 0, a) und (0, 0, 6) besitzen. Die 

betreffenden Reaktionen seien r und s. In diesem Falle 
bestehen die Gleichungen: 

ri + Si + kl == 0, rg + S2 + kg = 0, rg -f- Sg + kg = 0, 

— arg — 6s2 + Ml = 0, ari + 6si + Mg = 0, Mg = 0. 
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Die Größen k und M haben die bisherige Bedeutung. Aus 
den Gleichgewichtsbedingungen folgt: 



Sl = 



a — b 

aki — Mg 
b — a 



ftkg — Ml 
akg — Ml 



S2 = 



b — a 



und 



•'s "T ^3 — "^S • 



11. Den Fall eines in drei Punkten gestützten 
Körpers wollen wir noch unter der speziellen Voraussetzung 




Fig. 9. 



durchfuhren, daß nur eine Kraft k senkrecht zur Ebene der 
Stützpunkte wirkt (Tisch auf drei Beinen). 
Die Gleichgewichtsbedingungen sind jetzt: 



1) 

2) 
3) 
4) 
5) 



»•i + «1 + <i = 0, 

»"2 + «2 + ^ = 0, 

rs + S!, + t3 + h=0, 

«2 »"S + *2«S + C2^ + OS^k = 0, 

% rg + &j Sj + q^ 4- xjc = 0, 



A. Kräfteredaktion am starren System. 
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wenn die Vektoren der Stützpunkte mit a, b, c und die 

betreffenden Keaktionen mit r, s, t bezeichnet werden. Aus 
den Gleichungen 3), 4), 5) erhält man unmittelbar: 



D.n== — 



X, 



Jya 






• Je, 



D • 5o = 



a. 



a^ 



D. t 



3 



WO zur Abkürzung 



»1 



a. 



1 



• Je, 



X. 



X. 



2 



•^, 



D = 



a. 



a. 



\ 



gesetzt ist. Diese Eesultate gestatten eine naheliegende 
geometrische Interpretation. 

12. Ein Kräftesystem am starren Körper ist im 
astatischen Gleichgewicht, wenn ihr Moment Null bleibt, 
sobald derselbe eine kleine Drehung erleidet, während die 
Elementarkräfte — an ihren ursprünglichen Angriffspunkten 
haftend — keine Richtungs- und Größenänderung erleiden 
(d. h. stationär bleiben). 

Die Bedingung der Astasie eines im Gleichgewicht be- 
findlichen Kräftesystems ist also: 



b\A =2'(J^.* = 



oder 

Die Summe 



i:\{^Ji)b^—Qz'~b^)x\ 
muß also für jeden Wert von <5# verschwinden, so daß 
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2{Xihi + X2k2 + XskQ)d'92 — ^(h^^i+h^^2 + h^^3)^2 = ^ 

wird. 

Gewöhnlich setzt man zur Abkürzung: 

and erhalt: 

(A^, + Äss) (J*i — A2 <5*2 — As **8 = 

- Ai(Jdi + (^8 + Ai)<5*2 — As^J^s = 

Wegen M = ist -4«, = -4»^. Die Bedingungen des 
astatischen Gleichgewichts sind also: 

A22 + -^83 ^^ ^ 9 -^12 '^ ^ ^ -^13 "^ ^ 

-^33 "T -^12 ^^ ^> -^3 ^^ ^ 

-^11 "T -^2 ^^ ^' 



B. Beduktion der Elementarkräfte an der Stabkette 
mit Engel- oder Gylindergelenken. 

13. Mehrere starre Körper (Stäbe) sollen durch Kugel- 
gelenke miteinander zu einer einfachen Kette verbunden 
sein. In dem ersten Körper G' nehmen wir einen beliebigen 
Punkt C" an und beziehen denselben auf einen festen 

Bezugspunkt im Eaume durch den Vektor C = c'. Für 
die übrigen Gelenke gelten ganz analoge Bezeichnungen. 
C" ist der Mittelpunkt des ersten Kugelgelenkes, in welches 
der Körper 6r" eingreift. P', P" u. s. w. sind beliebige 
Massenpunkte der betreffenden Gelenke^ an welchen Kräfte 

A', Ä", . . . angreifen. In C und den darauf folgenden 

Gelenkpunkten C", C" etc. wirken die Kräfte g\ g'\ g'" etc. 
Die übrigen Bezeichnungen sind ohne weiteres aus Figur 10 
verstandlich. 

Für die virtuellen Verschiebungen bestehen nun 
offenbar die kinematischen Grundgleichungen (II., 16.): 
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dx'=dc'+d'»'{x' — c'), 



dc''=dc'+d^\c''—c'), 



dx''^ dG''+ d^'\x''— C"), bc'"= dc"+ b^'\c'"— O, 




Fig. 10. 

14. Das Lagrangesche Reduktionsprinzip (III. a. 1.) 
gibt im gegenwärtigen Falle die Ansatzgleichung: 

wenn die Kette aus n Gliedern bestellt. Die Summen- 
zeichen 2'y 2'% . . . beziehen sich auf alle Elementarkräfte 
der aufeinander folgenden Glieder mit Ausnahme derjenigen, 
welche im Anfangspunkte, in den Gelenkcentren und in 
einem willkürlich gewählten Schlußpunkte des letzten Gliedes 
wirken. 

Führt man die Ausdrücke für die virtuellen Ver- 
schiebungen in die letzte Gleichung ein, dann erhält man 
nach Ordnung der Glieder: 
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^'=k'+k"+ ... +k(**>+(/'+flf''+ ... +fl'<">+ g^""^^^ 



B'- 


Mi 
Mi' 


+ (C- 


■ cO (k" 


■+ k'" 


■+.. 


. + kC!) 




+ {c"- 


■ C) (g" 


+ 9'" 


. . 


. +p(«+l)) 


iJ"- 


■+(c"'- 


-c"){k' 


"'+k 


"■+. 


.. +k(->) 



+ {C"'—C") ((/'" +giy+...+gi''+ D) 



W' = ■i;;iw+(c<"+'>-c'">) /'+'>. 

Hierin ist zur Abkürzung 
und 



gesetzt. 



Die Vektoren t% R\ R'% . . ., JB(">, welche in 3 (w+ 1) zu 
einander rechtwinklige Komponenten zerfallen, bestimmen den 
Vektor der Kraft in bezug auf das System vollständig. 

f"=0, R'^0, R^=0, ... .K<^=0 

enthalten demnach die expliciten Gleichgewichtsbedingungen 
des Systems. 

15. Man kann sich die Punkte C und C(»«+i) durch 

Kugellager gestützt denken. In diesem Falle sind g^ und ^(♦•+1) 
die Stützreaktionen, welche aus den obigen Gleich- 
gewichtsbedingungen bestimmt werden können. 

Bei den meisten Gelenkketten sind die Verbindungen durch 
cylindrische Lager und Zapfen oder durch Cardanische 
Gelenke gegeben, da Kugellager ungleich schwieriger aus- 
zuführen sind. Der besondere Fall der ebenen Beweglich- 
keit ist in dem oben ausgefiihrten allgemeinen enthalten. 

C. Beduktion der Gelenkkräfte am Seilpolygon. 

16. Gewöhnlich betrachtet man — in der theoretischen 
Mechanik — die Kettenglieder als gewichtlose Stäbe oder 
Seile und läßt keine Kräfte auf dieselben wirken, behält 

aber die Gelenkkräfte g% ^"... (jf(**+*> bei. Dann ist: 



C. Reduktion der Gelenkkräfte am Seilpolygon. 
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iJ(»»)=(c(« + l)— cC»0)^(«+l . 



Nach Ausführung der Kräftereduktion an diesem reduzierten 
System erhalten die Gleichgewichtsbedingungen die Form: 






^a;'''_ ^'') (jfc'/' + J/F _j_ . . .j. j(«+i)) _ 



wenn wir — in Bücksicht auf weitere Anwendungen 

statt c und k statt g schreiben. 
17. Setzen wir noch: 

P'+pF^ ^.. +I(n+1)= r, etc. 

dann erkennt man aus den statischen Gleichungen 

p+r=o 



— X 






(^r»+i)_ic(»))^(w)= 



sofort, daß f^ V etc. die Spannungen in den aufeinander- 
folgenden Verbindungsstücken darstellen. 



He an, Mechanik. 
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18. Lagrange hat die Theorie der Fadenkurven un- 
mittelbar aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
abgeleitet^ indem er durch I^nfuhrung der virtuellen Arbeit 
der Spannungen die kinematische Beschränkung für die 
virtuellen Verschiebungen aufgehoben hat. 

Wir können uns die Bedeutung dieser Auffassung am 
Stabpolygon klar machen. Die einzelnen Glieder des Systems 
(Fig. 11) kann man sich aus zwei Teilen bestehend denken, 
welche in der Richtung einer gemeinsamen — durch zwei auf- 
einander folgende Gelenkcentren gehenden — Achse verschieb- 
bar sind. Die Spannungen t'y f% etc. lassen sich dann durch 
Spiralfedern, welche die beiden Teile verbinden, aufnehmen. 
Dieses erweiterte System ist insofern virtuell frei, als nun 
die eiQzelnen Gelenkpunkte drei Gerade der Freiheit erlangt 




Fig. 11. 



haben, also keinen geometrischen Bedingungen unter- 
worfen sind. Die dynamische Bedingung, welche ausdrückt, 

daß die Vektoren 7', f% etc. stets die Richtung der betreffen- 



C. Eeduktion der Gelenkkrftfte am Seilpolygon. 



35 



den Verbindungsachse (C C^% C C"% etc.) haben müssen, 
kann an jeder Stelle der Rechnung — also auch am Schluß 
derselben eingeführt werden. 

Unter diesen Vorraussetzungen liefert das Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen den Ansatz: 



und hieraus sofort die Gleichgewichtsbedingungen: 







• 


¥-\-t'- 


0,] 








h" t' + 1" 


0, 




kW ^(«-i)-j-i(») 


0, 








7;("+l) <('•) 


0. . 


Mithin ist: 




7(>o 


-*("+'), 






• 


»-1) 


— jt(»)-)_A; (" + !), 





also ganz in Übereinstimmung mit den Gleichungen Illa. 17. 
Die Richtungsbedingungen für die Spannungen liefern 
sofort die Gleichungen 



{x''—x')f=0 

(x'^'—x^ytr = 



(^(»»+i)_^(»o)^uo=0, 
womit das Problem vollständig gelöst ist. 



3* 
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D. Die Seilkurre. 

19. Aus dem Seilpolygon geht die stetige Seilkurve 
durch einen Grenzübergang hervor, indem man die einzelnen 
Glieder unendlich klein werden läßt und die Voraussetzung 
machte daß das Änderungsgesetz der äußeren Kräfte- 
wirkung dem Prinzip der Stetigkeit entspricht 




Flg. 12. 



Man erhält jetzt unendlich viele Gleichgewichtsbedin- 
gungen^ von denen man aber nur zwei für einen beliebigen 

Punkt (X) hinzuschreiben braucht, nämlich 



und 



t = ß 

(X) 

dx ' t = 0. 
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Das Integral erstreckt sich über alle äußeren Kräfte 

von dem Punkte (X) bis zu einem Endpunkte (B), h ist 
die Kraft, welche auf das Bolgenelement dx wird. Bezieht 
man die Kraft auf die Längeneinheit der Kurve und nennt 

sie Xy dann ist 

h = x ' dXy 
also 

t = jxdx 

oder 

dt = — X ' dx. 

Die Bedingungen des Gleichgewichts an der 
Seilkurve für einen beliebigen Punkt (X) werden demnach: 

dl . - 



^ + x = und dx • t = 0. 
dx 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

^-^^dx' 
so daß man 



dx \ dx 

erhält, welches die übliche Form der statischen Gleichung 
ist. Die Zerlegung in rechtwinklige Komponenten ergibt: 

Ä('§)+'"=«'Ä('&)+«.=''.Ä('§)+-«- 

Das Bogenelement dx kann auch durch das gebräuchlichere 
Zeichen ds ersetzt werden. 

20. Die Gleichung der Kettenlinie*) in der Ebene 
{x^ = 0) erhält man durch Integration der Gleichungen: 

d (^dx, ^ ^ 



ds\ ds 



= 



'^^^^i + ^.^O, 



ds\ ds 



*) Die spezifische Schwerkraft — x wirkt in der Richtung der Xs . 
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in denen gewöhnlich 

dx^ = ds • cos ^ 

dx^^^ ds • sin ?? 

gesetzt wird. Dann ist 

t cos 1? = ^0 > 

60 daß ^0 di^ Spannung im tiefsten (oder höchsten) Punkte 
der Seilkurve bedeutet. Aus der zweiten Differential- 
gleichuDg folgt: 



X COS^ 1? ' 

Mithin: 

. _ to d'» 7 _ ^ö sin^d^ 

U Xl — ~- f. m U Xq 7r~f\ • 

X cos Ü X C0S2 1? 

Die Ausführung der Quadraturen und die Elimination 
des Winkels '& ergibt die Gleichung der Kettenlinie in 
rechtwinkligen Koordinaten. 

Für kleine Durchbiegungen kann man in erster 
Annäherung cos i? = 1 und sin i? = # setzen und erhält : 

X 2, X 




Fig. 13. 

Die Kettenlinie mit kleiner Durchbiegung ist also an- 
genähert als Parabel darstellbar, deren Gleichung sich durch 
Elimination von # ergibt, nämlich: 

, _ 1 ^ 2 
X^ — rb — — ~Xi, 

h bezeichnet den Pfeil der Durchhängung. In den 
Auf'hängepünkten {Ä, B) bildet die Tangente mit der 
Horizontalen den Winkel: 
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h 

wenn 2 a die Spannweite des Fadens ist. 
21. Die Annahme 

_ n __ dx^ 

/C-t \J t /fco 9v - • 

^ ' ^ ds ' 

entsprechend den Differentialgleichungen 

dsVds)-^' dsVds) + ''ds-^' 
£uhrt durch Integration auf die Gleichung: 

1 2 

^0^2 + 2 ^^l + ^2^1 +«2=0, 

also auf eine Parabel als Gleichgewichtskurve. Hier ist 
die Belastung proportional der Horizontalprojektion des 
Bogens. 

23. Nach I., 12., kann man die allgemeine Gleichung 
der Fadenkurve: 

d (^dx . , 



dx\ dx 
auch in der Form 

do di - - 

schreiben. Nun ist aber (I., 13.): 

do V 
dx r ' 
Folglich: 

r dx 

Zerlegt man also x nach den Richtungen der Tangente, 
der Hauptnormalen und der Binormalen, entsprechend der 
Gleichung: 
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so erhalt man die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen: 

X Uegt also ganz in der Sehmiegungsebene. 

b) Kinetik der Momentankräfte. 

1. Die Gleichung 

ixv = h 

entspricht der Auffassung, daß die Bewegungsgröße fxv 

durch die Momentankraft h infolge einer Außenwirkuug 
zeitlos hervorgebracht wird. Lagrange nennt einen 
solchen — in der Natur unmöglichen — Vorgang eine 
Impulsion^ indem er an eine gewisse — wenn auch un- 
vollständige — Analogie mit den Stoßvorgängen denkt. 

Die Impulsion ist also ein idealer kinetischer Prozeß, 
der nur dadurch praktische Bedeutung gewinnt, daß er sich 
mit Vorteil in der Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte 
verwenden läßt. 

Wir können einem Punkte von der Masse [jl einmal 
eine Impulsion 

ein andermal die Impulsion 
erteilt denken. Dann ist 



^(i;Cl)_^(0))==;i(l)_/i(0) 

die Lnpulsion, welche den Punkt zeitlos aus dem Ge- 

schwindigkeitszustande [xv^^^ in den neuen Zustand fxv^^^ 
überführt. 

A. Die Impulsion der gebundenen Systeme. 

2. Bei einem gebundenen System können wir uns jedem 

Punkte eine willkürliche Momentankraft h eingeprägt denken. 
Diese kann offenbar jenem Punkte keine willkürliche Be- 
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wegungsgröße erteilen, sondern nur eine solche {jjlv), welche 
mit der Beschaffenheit des Systems verträglich ist. Der Rest 

h — fiv = r 

wird als Elementarreaktion oder Elementarspannung 
bezeichnet. 

Bilden wir nun für diese Elementarreaktionen die Kom- 
ponenten des Vektors in bezug auf das ganze System, so 
müssen diese sämtlich verschwinden, da ihre gesamte Im- 
pulswirkung NuU ist. Nach dem Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen muß also die Gleichung 

2 r • 8x = 
bestehen, oder auch: 

2 Qi — fiv) • 8x ==0. 

•• 
Diese Überlegung bildet den Inhalt des D'Alembertschen 

Prinzips für Impulsprozesse. 

3. Für ein System, dessen Position durch die all- 
gemeinen Koordinaten q^, q^i • • v Q.v bestimmt ist, hat man 
nach II., 14.: 

2 [XV • ÖX = — r- • 5^1 + z:^r- • 5ä'2 + • • • "I ~ ' ^ 2v 

dq^ Sq^ dqy 

und nach Illa., 1.: 

2h • dx=^ hl' dqi + hg • ^3^2+ •»• + K ' iqv 

Die Impulsion für ein derartig festgelegtes System wird 
also dargestellt durch die Komponentengleichungen: 

• — - rii • . "— Ho • .... . — nv , 

Sqi öq^ dq^ 

welche zuerst von Lagrange angegeben sind. Aus den- 
selben kann man die Größen q^, q^^ . . ., qy berechnen, 
wenn die Koordinaten q^, q^, ..., qv, sowie die Kom- 
ponenten hl, \\2, . . .; K gegeben sind. 
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B. Allgemeine Impnlsion des starren Systems. 

4. Für den freien starren Körper hat man nach II., 18: 

S fiv • dx^ fji\c + (oa) • de + \}iac + j\» öd' 
und nach Illa., 2: 

2h • 5^ = h • (5c + M/i • 6d, 

wo 

h = -T Ä und Ma = -T xh 

ist. 

Folglich lauten die Impulsgleichungen für diesen Fall 

/ji\c + (oa) =» h , 



fi ac + €/"= Mft. 

Die Zerlegung dieser beiden Vektorgleichungen in recht- 
winkliche Komponenten ergibt sechs Gleichungen. 

Besonders übersichtlich werden die Impulsgleichungen 

für die Annahme a = . Man erhält dann 



fic = h und J= Mh- 

Die resultierende Momentankraft h beeinflußt also den Schwer- 
punkt genau wie einen freien Punkt, in welchem die ganze 
Masse (ji) des Systems vereinigt gedacht ist. 

5. Die Impulsgleichungen für ein starres System, welches 

um einen festen Punkt (a = o) drehbar ist, lauten nach 
II., 18. in expliciter Form: 

Tl 0)1 — Dg ft>2 — D2 a>3 = 2* («2 h—^3 h) > 

T2 0>2 — Dl CO3 — Dg COi = 2* (ag Äi — % Äg) , 

Tg cog = D2 coi — Dl ö>2 = ^ K h2—(hh) • 

Für Hauptträgheitsachsen verschwinden auch noch die De- 
viationsmomente Dl, D2, Dg. 



A. Bewegung eines freien Massenpanktes. 43 



c) Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte. 

A. Bewe^ng eines freien Massenpnnktes. 

1. Die Bewegung eines einzelnen freien Punktes 

von der Masse fi erfolgt unter dem Einfluß der Kraft h 
nach der Gleichung 

Bei diesen einfachen Problemen setzt man gewöhnlich ^ = 1 , 
da nur eine Masse in Betracht kommt. 

Die Integration der DiflFerentialgleichung der Bewegung 

liefert, wenn A keine höheren Differentialquotienten als -^ 
enthält, zunächst ein Integral von der Form 

worin c eine vektorielle Konstante bedeutet. Eine zweite 
Integration ergibt: 

x=^ F{ä,CyT). 

2. Ohne Einwirkung äußerer Kräfte bewegt sich 
der Punkt gemäß der Gleichung 

woraus durch Integration 

X = c und x = CT + a 
folgt Aus der letzten Gleichung ergibt sich 



c{x — a) = . 

Dies ist nach L, 11. die Gleichung einer Geraden, 
welche die Anfangsgeschwindigkeit c enthält und durch den 
Punkt a geht (cf. Anhang F. 7). 
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3. Die Bewegung mit konstanter Beschleunigung 
(g) ist definiert durch 

d^x — 

Die Integrale sind 

X = g • T + c 
und 

^=2^ • t2 + c • T + a. 
Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar: 



gc • X — a = 0. 

Nach I., 10. verläuft also die Bewegung in einer Ebene 

durch den Punkt a parallel zu den Vektoren g und c. Die 
Bahn ist eine Parabel. 

4. Die Bewegungsgleichung 

d^x - 

worin x^ eine positive Zahl bedeutet^ führt auf: 



xx = Of oder xx^C. 

Da C eine von der Zeit (r) unabhängige Konstante vorstellt, 
so ist, da für t = x = a und x ^ c wird, 



ac = C, 
Aus der Gleichung: 

• ■- - -- 

XX =» ac 
folgt aber unmittelbar 



ac • ic =0. 

Dies ist die Gleichung der Bewegungsebene, welche 

durch die Vektoren a und c festgelegt ist. Zerlegen wir die 
ursprüngliche vektorielle Differentialgleichung nach dieser 
Ebene in rechtwinklige Komponenten 
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d2^i 



= v2 



df^x, 



X'' Xi, 



- X X^y 



dann ergeben die gewöhnlichen Regeln der Integrabechnmig: 



x^ =016"'+ feie-»*' 
X2 =a2C'*'+ 62« 






(A) 



und durch Vertauschung von x^ mit — x^ 

Xi = tti cos XT + b{8mxT \ 

i * * * 
Xz = a/cosxT + 62'sinxT. J 



(B) 



Die Integrationskonstanten «i , 61 , «2 ? ^2 ^ ^1'^ ^u ^'> W erhält 
man aus den Anfangsbedingungen. 

Beide Bewegungsformen sind für die Anwendungen von 
großer Bedeutung. Im ersten Falle kehrt der Punkt niemals 
in seine Anfangslage zurück^ im zweiten Falle (harmonische 
Bewegung) geschieht dies immer wieder nach Ablauf der 
Zeit 27t :xy wie man aus den Integralgleichungen (B) ohne 
weiteres erkennt. Die Bahn selbst ist hier eine Ellipse 
(bezw. ein Kreis oder eine in sich zurücklaufende Strecke). 

5. In der Astronomie ist eine besondere Klasse von 
freien Bewegungen behandelt worden^ bei welchen die Kraft 

in die Sichtung des Vektors x fallt und der Große nach 



ac 




Fig. U. 



nur von der Länge dieses Vektors abhängt. Die Bewegungs- 
gleichung ist in diesem Falle 
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dr2 



f • oc, 



wo f eine Funktion des Abstandes x ist (Centralbewegung). 
Man erhält sofort 



XX = 
d. h. 

xx^ C, 

Um die Integrationskonstante C zu bestimmen, setzen wir 

x = a und x =^ c für t = . 
Dann wird 

XX = ac 
also 

ac • X ^0 , 

Die Bewegung erfolgt demnach mit konstanter Sektoren- 
geschwindigkeit in einer Ebene, welche durch den Anfangs- 
punkt x=0 und durch c geht (Prinzip der Flächen). 

Aus der Differentialgleichung der Centralbewegung 
folgt femer: 

dx cPx ^dx — 



= ^ ^— • a;, 



d. h.: 



oder 



dx dx^ dx 



2 dx\dx) "2^ dx ~~^^dx 



1 * 

.^- (^2 _ c2) ^l^^ax = F{x) — F{a) . 



Da f nach der Voraussetzung eine bekannte Funktion von x 
ist, so kann auch F{x) — F(a) als bekannt angenonunen 
werden. 

Die Gleichungen 



XX = C 
l-{x^ — c^) = F{x) — F{a) ^ 



1 
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sind Integralgleichungen der Centralbewegung, aus welchen 
die Gleichung der Bahn durch Elimination von dr und 
eine weitere Quadratur folgt. 

6. Bei der Planetenbewegung ist 

,3 



1 = -" 



also: 



x^ 



x^ , x^ 



^1 — ^q *^l ^ ^2 — ^^*^2 9 



_ ^< f Iva Q 

x^ x^ 



d. h.: 



Folglich : 



k" = kl -\- k-i = 



x^ 



ÄJ2 



Ä = -^ . 



;r2 



Die anziehende Kraft ist umgekehrt proportional dem 
Quadrate des Radiusvektors (Newtonsches Anziehungs- 
gesetz), welcher vom Mittelpunkte der Sonne gerechnet wird. 

Hier erhält man für F{x) — F{ä) den Ausdruck 



X 



J x^ \x al 



so daß die ersten Integralgleichungen der Bewegung in der 
Ebene x^ = Oi 

x\ -{- x\ -= Cz + 2x^\ 

\x aj 

werden. 

Wir wollen r statt x setzen und Polarkoordinaten durch: 

Xi = r cos '9, rTg = r siri ^ 
einfahren. Dann erhält man: 



(: 



r- -^— = C 
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und durch EUminatioii von dt: 
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+ 1 



= c«+2 



\r al 



Hieraas kann r durch eine Quadratur als Funktion von t^ 
gefunden werden. 

Die Bechnung gestaltet sich etwas übersichtlicher^ 
wenn man 

r 

setzt. Dann wird: 

1 dr dx 



r2 d^ d& 



also: 



C^ 



§)'+ - 



= c»+2 



4-^)- 



Hieraus folgt durch nochmalige Differentiation nach &: 

,2 



d^x X' 



oder 



w^{'-i) + {'-$) = ^- 



Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung 
ist aber bekanntlich: 



X 



2 



r — -pji = J. cos ^ + 5 sin *. 



Folglich: 



r = 






+ Ä cos ?> + JB sin 1? 



Die Bewegung erfolgt in einem Kegelschnitte, in 
dessen einem Brennpunkte das Anziehungscentrum liegt 
(Kepler): 

Um die Integrationskonstanten Ä, B, C zu bestimmen, 
muß man die Anfangsgeschwindigkeit und die Orientierung 
der Bahn kennen. 
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7. Im allgemeinen kann man bei der freien Bewegung 
eines Punktes die rechtwinkligen Koordinaten ^i, ä?2^ ^3 des 
Vektors x durch drei allgemeine Koordinaten q^, q^, q^ 
ausdrücken. 

Nach n., 8., ist dann, wegen 

d^ = ^ = * 

— T d (SE\ BE -j- d (dE\ dE 

dx\Sq^J Sq^ dx\dq^) Sq^ 

-j- d (dE\ dE 

dz\dq^J dq^ 

und die Vektoren ei, «2^ ^3 ^^^ definiert durch die Gleichung: 

dx = e^dq^ + e^dq^ + Hdq^. 

Einer Zerlegung nach drei rechtwinkligen Koordinaten- 
achsen entsprechend setzen wir: 

*1 = ^11 + *12 + ^13 
^2 ^^ ^21 ~r ^22 "H ^8 
^3 "^ ^81 \ ^82 "T ^88 



und 
Nun ist: 



K "= A/^ -\~ Ka |~ iCq • 

d^i = ei^dq^+ e^^dq^ + ßsicijs, 
dx^ = e^dqx + «22^22 + «32^&; 

^^3 = «13^ffl + «23^3^2 + «83^?3- 

Diese Gleichungen müssen aber identisch mit den 
folgenden sein: 

u X S X S X 

_ dxo , . dxo j , dxo j 

Henn, Mechanik. 4 
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Mithin ist: 



«11 = 



dxi 
Man erhalt also: 



dx^ 



«22 



«82 — 



Sx^ 
dx^ 



«18 -~ 



«28 — 



«88 — 






dx 



3 



^9a' 



Cyk — Cll*!"}" ^12"^ "T *18"^ •*• *1 



Sxi Bx^- Sxa _ 



% i = ^21 *! + «22 *2 + «28*3 — *1 ^^ + *2 ^g^ + ^ ^gT^ '— T2 ? 



ft 



«3* — Cgiki + 632A:2 + «83^ = ^ ^T~ + *2 TT" + *3 ^TI" — Vs • 

C'ö'8 ^fe ^& 

Die Bewegungsgleichungen nehmen jetzt die Lagrange- 
sche Form an: 

dr\dqj dq^ 

dT\dqJ dq^ 

d[dE\_dJE^ 
dx\dqj dq^ 



worm 



. > 



mh mh m 



die kinetische Energie der Masseneinheit ist. 

Die Größen Q^, Q^, Q^ nennt man die Lagrange- 
schen Komponenten der Kraft Je, 

8. Schreiben wir symbolisch: 

Qi = (y^j (^1*1 + ^2*2 + ^3*3) == (yr-j (^*) » etc. 
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SO erscheinen alle dynamischen Komponenten Q als Derivierte 
derselben Funktion 

in dem Sinne ^ daß bei der angedeuteten Differentiation 
von Vjt nach den Variabelen g, , q^, q^ nur der Angriffs- 
punkt der Elraft k,^ welcher durch den Vektor x bestimmt 
ist^ eine räumliche Änderung erleidet, die Kraft selbst aber 
nach Größe und Richtung unverändert (stationär) bleibt. 
Wir wollen Derivierte in dieser spezifisch mechanischen 
Auffassung ,^ngriffsderivierte" nennen. Die Lagrange- 
schen Komponenten Q^^ Q^, Qs sind dann als die parti- 
ellen Angriffsderivierten der Funktion 

Vk^ xk 

nach den allgemeinen Koordinaten qi, q2, qs aufzufassen. Diese 

fundamentale Funktion hat Clausius das Yirial der Kraft k 
genannt. 

Wird in besonderen Fällen 



<^'={Ah- 



du 

werden also die Komponenten ^i , ^2 > Qs partielle Derivierten 
einer Funktion U — im üblichen mathematischen Sinne 
der Operation — , dann nennt man U die Kräftefunktion^ 

welche «der Kraft k entspricht. 

9. Bei Voraussetzung der Existenz einer Kräfteftmktion CT 
zerfällt die Gleichung 



d^x j- 



in die Komponenten 



^ dr^ ~ dx^ ' ^ dx^ ~" dx^ ' ^ dx^ "" dx^ 
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Ans diesen folgt: 



d^x^ dxi d^x^ dx2 d^x^ dx^ 



dx^ dx dx^ dx dx^ dx 



d U dxi d U dx^ dU dx, 



+ 



+ 



'8 



dxi dx 8x2 dx dx^ dx ' 

Macht man noch die weitere Annahme^ daß die Funktion U 
nur von den Koordinaten x^, x^j x^ abhängt^ dann nimmt 
die letzte Gleichung die Form an: 



fi d 
2Tx 



oder 



(S) 



2 IdxÄ^ 



+ ISJ + (t) 



2 



dU^ 
dx 



dU 



dJE^ 

dx dx' 

woraus durch Integration 

folgt; wenn wir die Integrationskonstante durch f bezeichnen. 
In der Physik nennt man die Größe . — U die „potentielle 
Energie^' des Massenpunktes jli. Nach der letzten Gleichung 
ist also dieSumme der kinetischen und der potentiellen 
Energie während der Bewegung eine unveränderliche 
Größe (j^rinzip der Erhaltung der Energie^'). 

B. Bewegung anf einer festen Flttche« 

10. Als bequemste Form der Flächendarstellung benutzt 
man (cf. 11., 4.): 

^i = Ato^&)^ ^2 = ^toufc)> ^8 = ^(21.22)- 

Die eingeprägte Kraft k erzeugt die Massenbeschleuni- 
gung jLtw und die Reaktion s^ so daß die Relation besteht: 

Je ^ JLIW + s. 



Setzt man nun 
dann ist 



€iS= und CjS = 0, 



B« Bewegung auf einer festen Fläche. 
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da die Reaktion auf der Tangentialebene senkrecht stehen 
nmä. Die Bewegungsgleichungen sind denmach: 



oder nach 11., 7.: 



d_ 
dt 







!!• Als Beispiel wollen wir die kinetischen Gleichungen 
ffir das sphärische Pendel entwickek. 
Aus der Figur 15 folgt sofort: 

= r sini? cos y; ^ 
= r sin ^ sin v' 



X, 



x^ 



Xo^r cos ^ . 




Für die Geschwindigkeitskomponenten erhält man also 
die Ausdrücke: 

i^i = r [cos ^ cos xp • h — sin d sin ^ • Y^] 

a:« = r [cos ^ sin y' • ^ + sin ^cos \p • \p\ 



a?3 = — r sin ^ • ^ 
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und hieraus: 

1 r . 

'»^ + sin2 d . v^2 



^=2^^^ 



Man hat also 



- = ^r* ^ , — r- == fir^ sm* d* v' 



dE 



W 



dE 



^ _ = ur* sin i> • cos ii> • v^ , -t^— = . 
oir oxp 

Folglich nehmen die Bewegungsgleichungen die Form an: 

— sindcos*. V^2= Vi 



dx^ 



wo nach mb., 7.: 



dx 



fxr 

(sin2 1> . t/i) « ^2 



2 



2^ 



Bx^ 



Bx^ 



Q\ — \ -^:^ + *2 :äÄ + *3 -^ ^ 



öi> 



Öd 



C^ O^^ O^ 

zu setzen ist. 

Wirkt nur die Schwerkraft in der Richtung der ajg, 
dann ist 

*i=0, *, = 0, h-^jtig, 
also 

^1 = — /xgrsm'&y Ö2 = 0. 

Die Bewegung des einfachen sphärischen Pendels ergibt 
sich demnach aus den Gleichungen 

— sm i> cos i> • I -ry I = — - sm i> , 



dr 






(sin2d . t^) = 0. 



Für ein konstantes '& = a wird 



'2 ^ 

cos a • w^ = — 

r 
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also 



f rcosa 



Dies ist ein Beispiel für eine kinetische Form des Gleich- 
gewichtes eines materiellen Punktes. 

Allgemeinere Formen erhält man durch die Betrachtung 
der Gleichungen: 

wenn zwei Grade der Bewegungsfreiheit vorliegen (cf . III. c. 26.). 



C. Bewegung anf einer festen Knrye. 

12. Hier ist 

und dementsprechend 

Die Beaktion s in der dynamischen Zerlegung 

h = fiw + s 
genfigt der Bedingung __ 

es = Q, 
Die Bewegungsgleichung wird also nach 11., 7.: 

d ldE\ dE 



dr\dq) Sq 
wo 

oq ^ dq '^ dq 

zu setzen ist. 

13. Beim einfachen Pendel hat man 

x^ = rcos'&y x^ = rsini?, 

E = \fir^^ d^ 
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Die BeweguDgsgleichang wird demnach: 

-3-^ = sini^. 

ar* r 




Für kleine Ausschlage kann man sin & durch ^ ersetzen^ 
wodurch man die Gleichung 



und das Integral 



dr^ 




erhält. Die Periode der Schwingungen ist also 

2^1/- (ci IHc, 4.). 

Weit genauere und doch noch hinreichend einfache 
Formeln für die Schwingungsdauer erhalt man durch An- 
wendung der Quadraturmethoden von 6auß und Tchebychew. 

D. Bewegung der Systeme Ton einer endliclien AnzaU 

der Freiheitsgrade. 

14. Das D^Alembertsche Prinzip (in.b. 2.) gilt ebenso 
für zeitlich wirkende Kräfte wie für Momentankräfte. In 
der That folgt aus der Impulsgleichung 

h = jLiv + r 
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durch Differentiation nach der Zeit 



dh — . dr 
Setzen wir also: 



rf7='*«'+dr 



dh _-7 dr 
so erhalt man die Drei -Vektor- Gleichung: 

und es wird für ein gebundenes System: 

2 sdx==^ 0. 
Für V Freiheitsgrade der Bewegung wird 

^a; = «1 • <J gl + ^2 • ^0.2 + • • • + €r • ^3'y. 
Die vorletzte Gleichung kann also nur bestehen^ wenn 

ist. 

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen sind 
demnach: 

— 1—\ _ — - o 
dx\dqj dq^ 

worin i = 1, 2, . . ., v zu. setzen ist. 
Man hat jetzt in den Ausdrücken 



E^^Zfiv^ 



und 



«■-^(^H +'•11 +*■!?) 



die Summen über alle Massenpunkte bezw. über alle An- 
griffspunkte der Elementarkrafte auszudehnen. 

In manchen Fällen ist das Zurückgehen auf die kine- 
matischen und dynamischen Elementarbegriffe nicht erforder- 
lich, ja selbst ein Eingehen auf die spezielle kinematische 
Konstitution des Systems ist zuweüen nicht notwendig. 
(Maxwell.) 
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15. Nach n.^ 15., hat man 

fiwdx = ^[fxxdx] — dE 

for einen beliebigen Massenpunkt fi. 

Die Anwendung des D^Alembertschen Prinzips gibt 
also die Fundamentalgleichung der Kinetik zeitlich 
wirkender Kräfte auch in der Form: 

-zr-2 avdx — ^E = 2hdx. 
dz 

Hier tritt der Znsammenhang der Impulskinetik mit der 
Kinetik der zeitlich wirkenden Kräfte deutlich vor Augen. 
(Lagrange.) 

Wir übertragen jetzt die Vorstellung stationärer Kräfte 
auf die Operation 6 und den Begriff des Yirials auf ganze 
Systeme, indem wir schreiben: 

2!kx=\/ji, 2fxxx=N^, 

2Tcdx^{d)^k und 2 fixdx ^{S)^^, 

Dann nimmt die Fundamentalgleichung die begrifflich 
durchsichtige Form an: 

^[(«5)V,]-<5E = (<5)V*. 

Für den Fall der Existenz einer Kräftefunktion Uy 
welche der Gleichung (^)Fjfc= du genügt, wird: 

^^[{S)V^ = d(E-\-TJ). 

Auf dieser Lagrangeschen Gleichung hat Hamilton 
weitergebaut. 

Das Prinzip der Erhaltung der Energie läßt sich 
ohne weiteres auf Systeme übertragen (III., c, 9.) und 
lautet in unserer Bezeichnung: 

E — U = H. 

Wird U konstant, dann verschwindet die Wirkung der 

Kräfte k imd E wird ebenfalls konstant, woraus man 
schließen kann, daß das Prinzip der virtuellen Verschie- 
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bungen unter Voraussetzung positiver Elementarmassen fi 
in der Tat mit der gewöhnlichen Vorstellung des 
Gleichgewichts in vollständiger Übereinstimmung ist. 
Denn die Größe 

kann jetzt nur verschwinden, wenn die einzelnen Elementar- 
geschwindigkeiten V Null sind. 

Hiermit ist gleichzeitig das Lagrangesche Additions- 
prinzip (IL, 11.) für kinematische Elementarvektoren 
auch in seiner Ausdehnung auf Systeme gerechtfertigt, und 
man erkennt, daß die ganze Mechanik, wie sie bisher syste- 
matisch entwickelt wurde, lediglich auf der Vorstellung des 
Virials und seiner Angriffsderivierten aufgebaut ist. 

Die Drei-Vektor- Gleichung, welche dem D^Alembert- 
schen Prinzip zu Grunde liegt, hat einen ausgeprägt 
logischen — nicht axiomatischen Charakter. (Voß.) 

E. Bewegung des starren Systems. 

16. Durch Kombination der hierher gehörigen kine- 
matischen (IL, 19.) und dynamischen (HI., a., 2.) Betrach- 
tungen erhält man für die Bewegung eines freien starren 
Körpers unmittelbar die Eulerschen Gleichungen: 



i" 



d^c . d(ü 
dx 



- + ^ -a + (o((oa) 



= Ä, 



d^c . dJ 



Für a* == Ö nehmen sie die einfachere Form 

dH -- dJ 



an. 

Die Vorgänge der Translation und Rotation erscheinen 

jetzt vollständig getrennt, indem die Resultierende (k) der 
Elementarkräfte die Bewegung des Schwerpunktes und das 

Moment (Mjk) derselben die Drehung um diesen Punkt 
gesondert beeinflussen. 
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For den Schwerpunkt erhalt man die Rotations- 
gleichungen in Komponentenform bezüglich dreier im be- 
weglichen System festen Achsen: 

^ + (oiJs — (oiJi = Mi, 



dx 



dJ^ 



dx 

dJs 

dx 



+ (oiJ2 — (oiJi = Mi , 



wobei die betreffenden Komponenten durch den Index ^ 
von den Komponenten nach den im ruhenden Räume 
festen Achsen unterschieden sind. 

Gewöhnlich bezieht man auch noch die Trägheits- 
momente auf die Hauptachsen des Körpers^ so daß 

«71 = Ti (oi, Jt = T^a>iy Ja = ^8ö>8 

wird. Die entsprechende Form der Eul ersehen Rotations- 
gleichungen ist dann: 

Ti ^ + (Ta - Tt) coi<oi = M{, 

T, ^ + (T, - r.) coicol = Mi, 
ux 

Ts^ + {T, - Ti) coiioi = Mi. 

17. Der Vektor x sei nach drei im Räume festen recht- 
winkligen Achsen (Fig. 17) dargestellt durch: 

Dann sind x^y x^y Xq die rechtwinkligen Koordinaten 
und es bestehen die Gleichungen: 

Cl = l, €2=1; ««=1, 

Femer sei: 

a = «1 + «2 + ag 



E, Bewegung des starren Systems. 
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entsprechend einer Zerlegung nach drei im rotierenden 
Korper festen Achsen. 



Vi*» 
\ 




ng. 17. 

Aus der Identität 

x= a 
folgt sofort: 

X-*^'^ S\Ofy X» *** GaQfy Xo ^'^ Co IVa • • • 

Setzen wir noch: 

a = üi • €i + 02 • €2 + a^ ' ei, 
so daß also 

£[2=1, ei2=l, eij^l, 

'siei = 0, eiei = 0, ei 3i = 
wird, dann ist auch: 



(a) 



(b) 



Die Komponentenzerlegungen der Vektoren e^, «2^ ^8 
nach den Achsen der o^, «2, a^ seien 

^1 = ^11 + ^12 4" ^13 > 
^2 *^ ^21 H~ ^2 "T" ^3 ^ 
^3 ^^ ^31 "1 ^82 "T ^83 • 
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Alfldann werden die Komponentenzerlegangen der Vektoren 
^1} ^y £» luich den Achsen der x^^ x^^ x^i 

^1 = ^11 4" ^1 "T ^81 f 
6g =» €i2 ~r ^2 H~ ^82? 
fig = ^18 "1 ^8 1 ^38 • 

Man hat demnach explicit: 

Xi = €ii % + ^12 0^2 4" ^18 ^8 ^ 
•^2 '^ ^21 ^1 1 ^22 ^2 I *28 ^ ; 
•^3 '^ ^31 ^1 "T ^82 ^ 1 ^88 ^3 

und umgekehrt 

^ = ^ii^i + €21*^2 I ^31^8^ 
^2 ^* ^12^1 I ^22^2 "T ^32 ^3> 
«3 = 613 Xi + ^8 ^2 "T" ^33 *^S • 

Aus den Gleichimgen (a) folgt durch Differentiation 
nach der Zeit: 

Xj^ = e^d =^ €1 \Xi €1 + ^2 ^ I ^3 ^3/ 9 

X2 = B^CL = B2 \X^ S^ + ^2 ^2 "r ^3 ^3/ } 
^3 ^^ ^3 ^ ^^ ^3 1*^1 ^1 "r ^2 ^2 I" ^8 ^3/ * 

Andererseits ist nach 11.^ 16: 

X^ = CO2 Xq COg X2 9 

X2= CÜgiTi CÜl^Jg, 

5/9 ^^^ COi 3/2 ~~* 0^2 1 • 

rAus- der Vergleichung der beiden Ausdrücke für die 
Geschwindigkeitskomponenten erhält man: 

— ■ — • — — • 

^1 ^^ .^2 ^3 *™ . ^3 ^2 f 

(O2 =-^3 ^i =^ "~ ^i ^8 ) 
(0^ = €162= ^2 ^1 ^ 
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wenn man die Identitäten 

€j Cj^ = ü ; «2 ^2 ^^ ^ ^ ^3 ^3 ^'^ ^ ^ 

— — • • — . — • • — ^ —- •" r . — 

^1 % "T ^1 ^ = ^ ^2 ^3 1 ^2 ^3 ^^ ^ > ^3 ^1 I % ^1 ^ ^ 

beachtet. 

Es ist also 

Ö> = («2«3) • «1 + («3«l) • «2 + W^ • «3 • 

18. Man kann die Geschwindigkeit x auch nach den 
Achsen der dif a^y <h zerlegen. Die entsprechenden Kompo- 
nenten wollen wir mit x(, xiy xi bezeichnen. Damit ist 

Xi = e(x , xi = eix , xi = eix . 

Aus den Gleichungen (b) in 17. folgt aber durch Diflfe- 
rentiation nach der Zeit: 

= eix + BiX, = eix + eix ^ = eix + eix. 
Mithin wird: 

xi=^ —e(x=- — fii («1 £/ + «2 £2' + «3 fis ) , 
xi = — eix = — ei [üi ei +<hei+<H ei) , 

xi = — eix = — ei [tti ei + a^ ei + a^ ei] . 
Setzt man noch: 

a> = o)/ • e( + (joi • ei + CO3' • €3', 
dann hat man nach der Beziehung 



X=' (OX 



für die Komponenten nach den Achsen der %, Og^ % die 
Formeln: - • , / , 

Xi = Ö>2 «3 — CO« «2 y 



xi = coiai — ö>/a3 , 
xi = co{a.2 — (oiai . 



Die Vergleichung ergibt: 



a>i = «3 £2 = ^2 «8 } 

(oi = ei'cs' = — «s'fii'» 

Cl>3 = ^2 ^1 ^^ ^1 ^2 • 
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19. In dem starren Körper nehmen wir einen beHebigen 
Punkt Ä an und setzen voraus^ daß das System aus einer will- 
kürlich gewählten Anfangslage durch eine endliche Drehung 
um die Achse OP in eine neue Lage übergehe. Die Ampli- 
tude der entsprechenden Rotation sei ^. Von Ä fäUen 

wir das Lot -4.(7— — k auf OP. CA geht infolge der 
Botation in CB = k + Ak über. Wir setzen OA = x und 
tragen auf der Linie OP den Einheitsvektor OE = tj ab. 




Fig. 67. 



Dann folgt aus der Figur: 



k(k + Ak) = Absind • rj, 



d.h. 



k(k + Ak)^k^ COS'», 



k • Ak =» k^ sin. '& * rj , 
k. Ak^ — 2Ä2sin2^. 



Es wird also (cf. L 8.): 



_ _ , ^ _ 

Ak=^ Axsmd^ • rik — 2 sin^ ^ • Ä . 



In dem Dreieck OCA ist 



CA = {rix)ri = Ä 
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also _ _ _ -, 

k = X — [jix) • Yi 

d.h. _ _ 

rih = YjX 
und endlich 



Ax = ^md' • YjX — 2sm2— . {i]x)rj. 

Dies ist die Fundamentalgleichung fiir endliche Drehungen 
eines starren Systems. Setzt man hierin 

dann wird durch die Einfiihrung des Vektors A: 



und 



_ _ 1 j[2_ 2 — 



Wir ersetzen hierin x durch a und x + A x durch a;. Als- 
dann erhält man: 

Die Vergleichung mit (cf. Gleichung a in 17.) 

X-i = ^1 ^ ^ »^2 ^^ ^2 ^ f 3 ^^ ^3 

ergibt die Ausdrücke: 

y . £13 = 2(^1^3 + ^2), 

7 • €21 =2 (Ai ^2 + ^)^ 7 • «22 = 1 -^1 + ^2 ^Z f 

y • £23 == 2 (A2 As — Ai) , 

y • £31 = 2 (Ai A3 — A2) , y • £32 = 2 (A2 A3 + Ai), 
7 • £33 = 1 — Ai — A2 + A3 , 

Henn, Mechanik. 5 



i; 
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i^orin zur Abkürzung: 

gesetzt ist. (Rodrigues.) 

Die Komponenten 3ii, ^, i^ des Vektors X dienen als 
Koordinaten für die Lagenbestimmang des rotierenden 
atarren Körpers. 

20. Da jetzt die Hilfsvektoren f^, e^, e^ und c/, st, ei 
durch die Koordinaten i^y i^y l^ bestimmt sind^ so kann 
man nach III. c. 1 7. 1 8. auch sofort die Komponenten (o^^oy^, co^ 
bezw. (Ol, (Of, (oi durch diese Koordinaten und ihre voll- 
standigen Zeitderivierten i^^ i^y X^ ausdrücken. Man erhält 
(Cayley): 

1 ... 

— y .a>i = Al + AjAg Ag^, 

1 ... 

— y . 0)2 = ^ + ^^ — Khy 

1 ... 

beziehungsweise : 

— y . a>i'= Ai — (Aa As — h h) y 

— y . ö)/= ig _ (Ag Ai — Ai Äs) , 

— y .ö)3' = ij — (AiAj — AgAi). 

In den Eulerschen Rotationsgleichungen (III.^ c. 16.) 
sind diese Größen einzuführen, wenn es sich um ein Problem 

handelt, bei welchem das Moment \A{ der äußeren Kräfte 
in bekannter Form von den absoluten Koordinaten x^yX^, x^ 
abhängt. 

Natürlich wird man zu demselben Resultat kommen, 
wenn die Lagrangeschen Gleichungen als Ausgangspunkt 
gewählt werden. Die exakte Integration der so gewonnenen 
Bewegungsgleichungen ist nur in einigen speziellen Fällen 
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ausführbar. Man muß aber immer im Auge behalten^ daB 
die Nahrungsmethoden Mittel an die Hand geben^ welche in 
jedem gegebenen FaUe zu praktisch brauchbaren Eesultaten 
fuhren. 

21. Botation um eine feste Raumachse. In diesem 
Falle setzen wir 

imd folgern aus den kinematischen Grundgleichungen 

da^= — d'd' • ^^2, dx2^ d^ ^ x^ 
die Differentialgleichungen: 



sowie: 



dxi 

d&~ ^^' 


dxg 

d& *^ 


^x^ 

d&^ ""'' 


d^Xf 

d&^ "^^ 




A't 




Fig. 19. 



Die Integration ergibt sofort: 

x^ = J-i cos 1? + J5i sin ^ , 
X2 = A2 cos ?? + J?2 sin 1? , 



5* 



1 
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oder^ wenn man für ^ = 0, aJi^Oj, ä;^««^ und für 
# s 90 <^ , a?! « — a2 , X2^ Ol setzt: 

iCi = «1 ^8 ^ — «2 sin ^ , 
ä;^ = Ol sin # + Oj cos ^ . 

Diese Gleichungen wollen wir auf ein räumliches Pendel mit 
beliebiger Massenverteilung anwenden. 
Dann wird 

wenn die Masse fi sich auf ein prismatisches Raumelement, 
dessen Achse der Rotationsachse parallel ist, bezieht. 
Man erhalt sofort: 

und nach der Lagrangeschen Gleichung 
die Bewegungsgleichung in der Form: 



dx^ 



oder: 



= 2 (^2 cos ^ — \ sin &) a^ 
2 (k^ sin & + Jci cos d) a^ 



d^'& 
T-r-^ = cos ^ • -2" («1 ^2 — «2 *i) 

— sin ^ • -S* (oi Äi + ttg ig) . 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall eines schweren 
Pendels, wo also nur die Schwerkraft fig auf den Massen- 
punkt jLt wirkt. Dann kann man 

ifei = und ^2 == /ig 

setzen und man erhält durch Einführung der Schwerpunkts- 
koordinaten {a\, al) die Bewegungsgleichung 

T-rr— = ug («i cos # — »2 sin <&). 
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Wählt man also die im rotierenden Körper festen Achsen 
so, daß <h = wird, dann ist: 

Nun hatten wir aber für das einfache Pendel von der 
Länge r (HL, c, 13.) die Bewegungsgleichung: 

d'^ 9 . . 

-T-T = — — sin '». 
dx^ r 

Das körperliche Pendel ist also mit dem einlachen Pendel 

von der Länge: 

T 
r = 



• * 



kinetisch kongruent. (Huyghens.) 

F. Unstetige kinetische Prozesse. 

22. Jede Bewegung nach den Gleichungen: 

l(lS\-^ = ... (a) 

dtxdqj dq^ 

e == 1, 2, . . ., V 

erfolgt mit konstanter Energie^ so daß 

E ^ Eq 

immer ein Integral dieser Differentialgleichungen ist. 

Für einen freien materiellen Punkt ist die Bahn — 
unter der obigen Voraussetzung — selbstverständlich eine 
gerade Linie. Ist der Punkt gezwungen, auf einer festen 
Kurve zu bleiben, dann vollzieht sich die Bewegung längs 
derselben mit konstanter Geschwindigkeit. 

Die Bahn eines Punktes auf einer festen Fläche 
wird eine geodätische Linie auf dieser sein, wenn keine 
äußere Krjrft wirkt. 

Endlich beschreibt bei einem frei beweglichen starren 
Körper der Schwerpunkt . eine gerade Linie, während gleich- 
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zeitig Rotation um diesen Punkt gemäß den Gleichungen: 

A. (^\ _ ^ _ 

d idE\ dE 



dx\dLl 



= 0, 
d_ f dE \ _SE_ 

erfolgt. Statt dieser Gleichungen in den Rodrigues- 
sehen Koordinaten i-^^ X^^ h^ kann man natürlich aach die 
Eulerschen Gleichungen (ÜI., c, 16.) benutzen, dieselben, 
integrieren und dann aus den Gleichungen (UI., c, 20.) für 
o>i, (oif coi die Endintegrale ableiten. Die Theorie der 
elliptischen Funktionen führt zur aUgemeinen Lösung dieses 
vielfach bearbeiteten Problems. Handelt es sich jedoch um 
die Darstellung der Bewegung für einen verhältnismäßig 
kurzen Zeitverlauf — vne wir ün folgenden voraus- 
setzen — dann sind die weit bequemeren Näherungsmethoden'^) 
für Differentialgleichungen, welche jetzt in großer Auswahl 
(Runge, Kutta) vorliegen, entschieden vorzuziehen. Denn 
dieselben erlauben ebenfalls — bei hinreichender Genauig- 
keit — die allgemeinen Parameter (Konstanten) des 
Problems beizubehalten und süid keineswegs auf rein 
numerische Rechnungen beschränkt. Auch für allgemeinere 
Mechanismen mit einer endlichen Anzahl von Freiheits- 
graden können diese Methoden Verwendung finden. 

23. Wir wollen nun für die folgenden Betrachtungen 
der unstetigen Bewegungsprozesse voraussetzen, das voll- 
ständige Integralsystem der Gleichungen (a) sei bekannt 
und durch die Konstanten o^, a^, . . ., dy, q, C2, . . ., Cy 
charakterisiert. Diese 2v Integrale mögen abgekürzt durch 
die Symbole 

A(«^c,g,g',T) = ^ 
und [ ... 

J?l(a, c,3',t) = . 

« = 1,2, . . ., V 
bezeichnet werden. 



(b) 



*) Math. Ann. 46. Ztschr. f. Math. u. Phys. 45 ti. 46. 
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Aus den Gleichungen (b) folgt: 



(c) 



und auch: 

«e = K (q, q, t), c, = H, {q, q, r), ... (d) 







Fig. 20. 

Wir lassen die durch die Gleichungen (b) dargestellte 
Bewegung während des Zeitintervalls r^ — Tq vor sich gehen, 
so daß das System aus einem Lagen- und Geschwindigkeits- 
zustande (Ä) in einen zweiten Zustand (J5) übergeht. So- 
bald der Zustand (B) erreicht wird, soll eine Impulsion 

stattfinden, welche die Koordinatengeschwindigkeiten g« plötz- 
lich mi + Ai überführt. 

Den Gleichungen (d) entsprechend erfahren die ursprüng- 
lichen Konstanten (a,, c,) jetzt Inkremente (zla,, zlc«), so 
daß die Beziehungen 

a, + Aa, = K (q, q + Aq.z) \ 

c, + Ac, = H, [q, q + Aq,x) J 

gelten. Die Koordinaten q^ dagegen bleiben ungeändert. 

Betrachten wir also jetzt neben der angedeuteten un- 
stetigen Bewegung eine stetige Bewegung, welche den 
Gleichungen 

d (dE\ SE ^ .^ 

dxXdqJ dq. 
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entspricht; dann müssen wir zur Bestimmung der Kom- 
ponenten der Momentankraf te 

d E o E V E ^ 

setzen und erhalten: 

(^]-{^]-hä'. ... (f) 

\oqJi \dqjQ To 

wodurch wir einen Anschluß der unstetigen Bewegung an 
die durch die Gleichungen (e) charakterisierte stetige Be- 
wegung erzielen^ wenn das Zeitintervall t^ — tq genügend 
klein gewählt ist 

Aus den Gleichungen (f) gewinnt man die neuen Werte 

der Koordinatengeschwindigkeiten ^«^ also auch die Aqt^ 
somit nach den Gleichungen (d^) die Inkremente Aai, Ac^. 
Hiermit verfolgt man wieder die kraftlose Bewegung (Qt = 0) 
nach den Gleichungen (c) während des Zeitintervalles Tg — t^ 
bis in einen Lagen- und Geschwindigkeitszustand (C), läßt 
eine zweite den Gleichungen 

\0qJ2 \oqt/i ri 

entsprechende Impulsion folgen und fahrt in der angedeuteten 
Weise fort. 

Der so gestaltete unstetige Bewegungsprozeß schließt 
sich um so mehr der vorgelegten stetigen Bewegung an, je 
kleiner man die aufeinander folgenden Zeitintervalle wählt. 

Sollten in den Komponenten 

außer den Koordinaten qt noch die Größen g, vorkommen 
— wie es bei wichtigen technischen Problemen nicht 
selten der Fall ist — dann verfahrt man genau in der oben 
angedeuteten Weise und betrachtet in den Gleichungen (f) 

die qt als konstante Größen oder fuhrt allenfalls konstante 
Mittelwerte für dieselben ein. 

Nach diesem Verfahren, dessen Grundzüge sich schon 
bei Lagrange angedeutet finden, kann man bei allen ver- 
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wickelten Problemen^ die sich der allgemeinen mathematischen 
(exakten) Integration widersetzen^ praktisch brauchbare 
Losungen gewinnen^ ohne daß man gezwungen ist, zu rein 
numerischen Näherungen^ die oft nutzlos sind^ Zuflucht zu 
nehmen. 

24. SelbstverstäDdlich ist diese Methode der unstetigen 
Anschlußbewegungen kemeswegs an die Bedingungen 

Ci = 0, (^2 = 0, ..., <2. = o 

für die Herleitung der fortschreitenden Elementarbewegungen, 
welche den Gleichungen (c) entsprechen, gebunden. Es 
ändert sich nichts^ wenn man als solche von vornherein eine 
Bewegung gemäß den Gleichungen 

drXSqJ dq, 

unter der Voraussetzung hinreichender Einfachheit zu 
Grunde legt und im Verein mit den erforderlichen Impulsionen 
Anschluß an die durch die Gleichungen 

dx\SqJ dq, 

dargestellten allgemeinen Bewegungsvorgänge gewinnen will. 
Diese Vorstellung entspricht der Spaltung des Kraft- 
feldes, wie sie in der Storungstheorie der Astronomen seit 
langer Zeit üblich ist. 

■ 

6. Gleichgewichtsstomngen. 

25. Die Bedingungen des statischen Gleichgewichts 
(Positionsgleichgewichts) für ein System von v Graden der 
Bewegmigsfreiheit sind gleichbedeutend mit dem Verschwinden 
sämtlicher Komponenten des Vektors der Kraft in bezug 
auf dieses System. Es ist also in den Gleichungen von 
Lagrange: 

«1=0, (?2 = 0, ..., Qr = 0. 

Eine Störung der Gleichgewichtszustande, welche diesen 
Gleichungen entsprechen, kann man sich auf mannigfache 
Weise bewirkt denken. Sie tritt ein, wenn man das materielle 
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System einer kleinen allgemeinen oder partiellen Yer- 
rückung unterwirft^ welche alle oder einige der Koordinaten 
?i9 d'2> • • • ^y betrifiBb. Eine gleiche Wirkung emelt eine kleine 
Impulsion des Systems oder eine kleine Änderung des 
äußeren Kräftesystems. Endlich wird man eine Gleich- 
gewichtsstörung auch hervorrufen, wenn eine kleine Ände- 
rung in der Konstitution*) des Systems vor sich geht. 
Die Beschränkung der angedeuteten Prozesse auf ein geringes 
Maß erfolgt nur mit Rücksicht auf die bequeme Integration 
der Difierentialgleichungen des infolge der Gleichgewichts- 
störung eintretenden kinetischen Prozesses und genügt 
außerdem dem statischen Interesse, welchem diese Betrach- 
tungen meist dienen. 

Es ist unmöglich, hier die einzelnen oben angedeuteten 
Störungsarten gesondert zu untersuchen. Wir begnügen uns 
vielmehr mit der Voraussetzung einer störenden Impulsion, 
deren sämtliche Komponenten sehr kleine Großen sind. 
Man kennt in diesem FaUe die Werte der Koordinaten- 
geschwindigkeiten 

für die Zeit t = 0. 

Der eintretende Bewegungsprozeß ist dann durch die 
Lagrangeschen Gleichungen 

d)dE\ dE 

bestimmt, worin die Komponenten Q/ jedenfalls sehr kleine 
Größen sind, welche wir uns nur von den Koordinaten q^ 
abhängig denken. 

Die in Betracht gezogene Gleichgewichtsposition sei 
durch die Koordinatenwerte 

geometrisch bestimmt. Infolge der eintretenden Bewegung 
werden dieselben 

gr^ = «1 + ri, q2 = a2 + r^y ...y qy^ay + r^, 
sodaß die r^ für die erste Periode der auf die Störung 



*) Dieser Fall wurde von Ronth unter der Bezeichnung ,^nitial 
motions'' zuerst eingehender unterBucht. 
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folgenden Bewegung jedenfalls als sehr kleine Größe be- 
trachtet werden können. 

Man hat dieser Auffassung entsprechend 

ZU setzen, da die Q/ mit den Größen r« verschwinden müssen, 
so daß die y,« konstante Größen bedeuten. 
Die kinetische Energie E hat die Form 



-^L 



'2 



^un + 2i7i2nr2+ ... +r}vvr. 



4 



worin die Größen rjx^ noch von den Koordinaten g^, jg? • • • Qy 
abhängen. Da aber die r« infolge der Voraussetzung einer 
kleinen impulsiven Störung nach Beginn der Bewegung eben- 
falls anfanglich noch kleine Größen bleiben, so können wir 
die Koeffizienten tjxx in ^ als konstante Größen betrachten 
und es wird in den Gleichungen 



(a) 
und 



also 



dE dE ^=y 
d /dE\ **=" 



Die Lagrangeschen Gleichungen, welche die Bewegung aus 
der Gleichgewichtslage darsteUen, werden demnach 



(b) 



^11 



d^r^ 



+ ^12 



d^r 



2 



+ 



dx^ ' '^^ dx^ 

==711^1 + 712^2 + 



+ ^1 



^21 



d^r^ 



+ ^22 



d^r 



2 



+ 



dt' ' ''' dx^ 

= 721^1+722^2 + 



+ ^2 



" dx^ 

+ 7ivn 

" dx^ 

+ 72V n 



rfVl , d% dHy_ 

= 7>i^i + 7v2''2+ ••• +7vvn 
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In diesen Gleichungen sind alle konstanten KoefiSzienten 
t] und y durch die Natur der Aufgabe bekannt. Sie lassen 
sich nach den üblichen Methoden der Analjsis leicht inte- 
grieren. 

Zur Ausfuhrung der Integration führt Lagrange an 
Stelle der Variablen r^, Tj, ..., r^ neue Größen Si,«^,...,«^ 
ein^ welche mit den ersteren durch die linearen Gleichungen 



(c) 



Si — X^i fi + /i2 ^2 1 
^2 ^^ ^2 ^1 1 ^2 ^2 1 


• • . -\- A^yTy y 

• • • "T~ ^r ^v y 


8y =* AyJ^fjL 1 ^2^2 1 


... -j- Ayy Ty y 



verknüpft sind. 

Man multipliziere die Differentialgleichungen (b) der 
Reihe nach mit den Größen i^, i^, . . ., iy und addiere die 
so erhaltenen Ausdrücke. In diesen setzt man 



^1^11+^^21 + 
^1 ^11 + >l2 ^21 + 
^1 ^12 + ^ ^22 + 
^1712 + ^722 + 



+ K 7v\ 

"r ^ ^v2 

— P Ky Ay2 " 



— x%; 

^2 y 



^ ^iv ~r ^ ^2* "F" • • • "r '«V ^vv — ^ y 

K^ Yiy + A2 y^v "T" • • • "T ^ 7yv ""^ — '^ ^ • 
EQeraus folgen die linearen Gleichungen: 

k (^^^11 + 7ii) + h (>«^^2i + ^21) + . . . + ^^ («^^vi + yn) 
^i(^^^i2 + ^12) + ^ («^^22 + 722) + ••• +^(^^Vy2 + 7y2) 



0, 
0, 



k{^^Viy+ 7iy) + k{^^V2y+ 72y) + ••• + ^{^^'nyy+ 7yy) = ^' 

Damit die Multiplikatoren Aj, Aj ... Xy endliche Werte 
erhalten^ muß die Gleichung: 



^^^11 + 7ii y 

^^^21+7219 


«^^12 + 7i2 y 
^ ^22 1 ^22 y 


, . , y X rjly -\- y^y 

, • , y X r]2y -j- y2y 


>c^Vyi + 7yiy 


X fjy2 Vy2 y 


• • • y X Tjyy -\- yyy 



=0 . . ., (d) 
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erfüllt sein. Den Wurzeln 

2 2 2 

dieser Gleichung entsprechen eindeutige Werte der Verhält- 
nisse i^i ^, h' hy • "7 ^' hf so ^^ <^6 Größen X^^ , 
1^2 9 •••^ ^v ^ ^en Substitutionen (c) bis auf einen ge- 
meinsamen Faktor bestimmt siad. Folglich ist unsere Auf- 
gäbe auf die Integration der Gleichung 

zurückgeführt, deren allgemeine Lösung die Form 

s = csin(xT + e) 

hat^ worin c und e die Integrationskonstanten bedeuten* 
Demnach ist auch 

Tt = S e,xSUi{xxT + ex) f 

x=i 

woraus man schließt^ daß die Bewegung eine zusammen- 
gesetzte periodische ist, so lange alle Größen xl, xl, . .., xl 
positiv sini In der Algebra wird gezeigt, daß sie stets 
reelle Werte haben. Die Gleichgewichtslage, aus deren 
Störung eine derartige Bewegung hervorgeht, nennt man eine 

stabile. Wird dagegen irgend eine der Größen x\, xl, ..,, xl 
negativ, dann treten in den Integralgleichungen Glieder von 
der Form e^'(A>0) auf. Es finden keine periodischen 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage statt — und die 
letztere wird labil genannt. 

Die Integrationskonstanten e und e lassen sich in jedem 

Falle durch die Bedingungen q^ = r^ = ß und r, = für 
T = bestimmen. 

Es kann natürlich auch vorkommen, daß die determi- 
nierende Gleichung (d) mehrere zusammenfallende Wurzeln 
hat oder daß zwei oder mehrere Wurzeln verschwinden. 
Die entsprechenden Bewegungsformen verlangen eine be- 
sondere UntersuchuDg (Routh). 

26. Der kinetische Gleichgewichtszustand eines 
Systems von v Geraden der Freiheit ist charakterisiert durch 
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die Gleichungen (c£. IIIc, 11.): 

i^+Qi = ^> ^ + Q2-0, ..., ^ + Qr^O, ... (a) 
Hierin möge E die Form 



haben. Nun ist 

d /dE\ ^ d /dE\ ^ d fdE\ 

d 
also: 



-(t^)-»' Ht)-"- ■■■' Hi^-°^ 

x\oq^l dxXdq^l dxXoq^l 



v E d E u E 

— r- = Ci , . = ^2 ^ • ' '9 Q • ^^ ^y 

Folglich gelten die linearen Beziehungen: 

• • • 

• • • 

^2lä'l + ^22 fe + • • • + VivQy = ^2 



worin 
ist. 






(b) 



Aus den Gleichungen (b) folgen die Werte der g, als 
Funktionen der Koordinaten q^y q^, ..., q^ Mithin können 

dE 

auch die Derivierten -r — = F. als Funktionen dieser Ko- 

dq, 

ordinaten dargestellt werden. Aus den Gleichungen (a): 

F,+ Q, = 0, i = l,2, ..., r 

lassen sich demnach im allgemeinen die Werte der Ko- 
ordinaten bestimmen und zwar als von der Zeit unabhängige 

Größen, so daß alle q, zu Null werden. Dann ist auch 
E=0 und der kinetische Gleichgewichtszustand wird mit 
dem Stetischen identisch. 

Sind aber die Gleichungen 
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nicht voneinander unabhängig oder reduzieren sich q der- 
selben auf Identitäten, dann bleiben nur v — q Koordinaten 
als feste Werte bestimmbar, imd das System ist mit v — q 
Graden der Freiheit im kinetischen Gleichgewichtszustande. 
Derartige Formen für E und die Q^ lassen sieh leicht angeben. 
27. Das einfachste Beispiel eines kinetischen Gleich- 
gewichtszustandes bietet das sphärische Pendel. In diesem 
Falle (HL, c, 11.) ist: 

Q^ = — ag sin ^, '^2 = 0. 
Man hat also: 

—— + Q^ = a^ sm& cos '&• ip^ -^ ag sin '9 =^ 
und 

4^ + (2. = o 

wird eine Identität. 

Im kinetischen Gleichgewichtszustande sei & = a und 
yj => (o, so daß 

co^a cos a = g 
wird. 

Infolge der Störung möge & = a-^- (p und yj = co + o 
werden. Dann gelten für den eintretenden Bewegungs- 
zustand die Lagrangeschen Gleichungen: 



a^ -T-r- — «2 sin d cos & • y}^= — ag sm'& 
a T 

;^(o2sin«^.^) = 0. 

et T 



(a) 



Wir nehmen die Inkremente (p und o als sehr kleine 
Größen an, so daß man 

sin ?? == sin a + 9^ • cos a 
und 

sin '& cos 1? = sin a cos a + <p > cos 2a 

setzen kann. 
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Ferner ziehen wir von der Gleichung 

d^-j-^ — a^ sin i> cos d • V'* = — ajf sin i> 

die Gleichung 

— a^ sin a cos a • a>* = — a^ sin a 

ab. Dann erhält man: 



dx^ 



— (sin i> cos d • y2_ sin a cos a • (o^) 



= — — (sin d — sin a) 
a 



oder 



-=-^ — (oo • sin 2a = 1 co^cos 2a — — cos a) ^ . . . (b) 



Aus der zweiten Bewegungsgleichung von Lagrange folgt: 

d(p . . da ^ 
2(o cos aV- + sm a^- = 0, 
dt dx 

also: 

da d(p 

^- = — 2 ö> ctff a • V- • 
dr ^ dr 

Die Elimination von -j- gibt dann die Differentialgleichung: 

dx 

Man hat also das Integral: 

-^ = A cos (;<t) + -B sin (;<t), ... (c) 

Cv X 

wenn zur Abkürzung 

CO]/! + 3 cos^a = ;< 
gesetzt wird. Durch nochmalige Integration findet man dann: 

A , B 

q) = — sin {kx) cos {xx) + C . . . (d) 
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Hier sind noch die Integrationskonstanten A, B, C zu be- 
stimmen. Für T = sei a? = 0, a = und -=— = -zr- = jS, 

dx dx ^ 

was der Voraussetzung entspricht ^ daß die Störung 

durch eine Impulsion erfolgt, welche d = plötzlich in 

^ = ^ überführt. Dann erhält man aus den Gleichungen (d) 
und (c): 

» -+C, ß=-A 

und aus Gleichung (b): 

xB = 0. 
Mithin wird: 

A=^ß, JB = und C=0. 



Die Gleichung 



ß . 

w = ~ smptfT 

' X 



stellt also die durch die angegebene Störung eintretende 
Bewegung vollständig dar. Sie ist eine periodische und 
der untersuchte kinetische Gleichgewichtszustand des sphä- 
rischen Pendels ein stabiler. 

Dasselbe gilt auch für die Änderung der Winkel- 
geschwindigkeit yj. Denn man erhält: 

o = — 2 CO ctg a • (p, 

da (p und o für r = gleichzeitig verschwinden. 

d) Kinetostatik. 

A. Druck auf Kurven und Flächen während der 

Bewegung eines Punktes. 

1. Während in der Kinetik aus der Drei-Vektor- 
Gleichung 

k = juw + s 

die Reaktion 5 eliminiert wird, muß für den vorliegenden 
Zweck s explicit dargestellt werden. Nun folgt sofort: 

He an, Mechanik. 6 



82 ni. Dynamik, d) Kinetottatik. 

Nach n., 3., ist aber: 

— dt; - . t?* - 
OT r 

Zerl^ man also noch die Kraft k nach den Richtungen 
der Tangente I Normale und Binormale entsprechend der 
Gleichung: 

^ = tCg ~\- wy "T" f^v f 

dann wird: 

- - dv - :r t;* - - 



5 = ia — /* 
und hieraus folgt: 



dt r 



V' 



und 



also: 



vs = Sy = kyV — u — 

'^ r 



V*S = Sy- = ky» V'f 



Sy —— Ky ^"^ U • 

r 



Sy' tCy' f 

womit die beiden Komponenten des Druckes auf die feste 
Kurve längs der Normale und Binormale bestimmt sind. 




Fig. 21. 



Femer erkennt man, daß dieser Druck in Eichtung der 
Binormale von dem Bewegungszustande unabhängig ist, 

also mit der betreffenden Komponente der äußeren Kraft (Ä) 



B. Die Schnittmethode zur Bestimznmig der Reaktionen. 83 

verschwindet. Bei der Anwendung der Formel für Sy hat 

man auf die Sichtung von v zu achten. 

2. Fast ebenso einfach ist die Bestimmimg des kineto- 
statischen Drucks fär eine feste Fläche. Hier muß der Vektor 

s = k — juw 

in die Sichtung der Normalen (e') der Fläche fallen. 
Daher ist: 

Setzen wir also e'= 1 und nennen wir die Komponente 
von k in der Gleiehimg von e' h\ dann wird: 

s = ¥ — fiew. 

Nach I., 13.^ hat man aber: 






r-rr-T. = cosa^ 



wenn o den Winkel bedeutet, welchen die Flachennormale 
mit der Hauptnormale der Bahnkurve einschließt. Fo%- 
lieh wird: 

s = k' — u — cos o, 
r 

wobei aber wieder auf das Vorzeichen des zweiten Gliedes 
zu achten ist. 

Die Anwendung des Meunierschen Satzes gibt eine 
zweite Darstellung von s. 



B. Die Schnittmethode zur Bestimmung der 

Beaktionen. 

3. Im Zustande der Bewegung eines Systems ist nach 
dem D'Alembertschen Prinzip: 

2 söx = 0, 

worin sich die Summation über das ganze System erstreckt 

und die dx mit der BeschaflFenheit des Systems verträgliche 
virtuelle Verschiebungen bedeuten. Zerlegt man also das 

6* 
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System in willkürlicher Weise in zwei Teile Kf und -K", 
dann sind die Teilsmnmen 

Z'l'bx' und Z^l^bx" 

im allgemeinen von Null verschieden und sind deshalb 
geeignet^ Aufschluß über die Beschaffenheit der D^Alembert- 

sehen Reaktionen (s) zu geben (Schnittmethode). 

7^7777777^^777^:77777^^77?, 

Fif. tt. 

Durch den Systemschnitt erhalten aber die Teilsysteme 
im allgemeinen eine andere Bewegungsfreiheit als diejenige 
war, welche dem imverletzten Systeme zukam (cf. Fig. 22). 
Die Zahl der Freiheitsgrade in Kf und K" wird eine andere. 
Wir wollen sie mit v' bezw. v" bezeichnen und annehmeo, 
daß K' die Koordinaten gf, 22, . . ., ql- y und K'' die Ko- 
ordinaten ji', qliy . . ., q"" zukommen. Natürlich haften bei 

dieser kinetostatischen Betrachtung alle Elementarkräfte (£) 
an ihren ursprünglichen Angriffspunkten, und es dürfen 
deshalb vor Ausfuhrung des Systemschnittes keinerlei 
dynamische Reduktionen ausgeführt werden. 
Nach dieser Festsetzung wird: 

2" ~s' bx' ^ Bidqi + Ridqi+ ... + BtdqC- 
und 

2:''?'dx''^Ri'dqi'+Ei'dqi'+ ... + R^fdq^. 

Die so erhaltenen Größen R(, Bi, . . ., Rt- sind die 
Komponenten des Vektors der D^Alembertschen Elementar- 
reaktionen (s) in bezug auf das Teilsystem K', und die 
Größen Ri, Rg, . . ., RC-- haben die ganz analoge Bedeutung 
für das Teilsystem Jf . Ihre explicite Bestimmung ist 
prinzipiell einfach, wenn auch die Rechnung zuweilen etwas 
umständlich wird. Bezeichnen wir nämlich die kinetischen 
Energien der beiden Teilsysteme mit E' und jB" und 
setzen wir: 
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und 

80 wird nach III., c, 14: 

dTXdqU dqi 



und 



4=1,2, . . ., v' 



Nun ist für das ganze System: 

Es besteht also die Beziehung: 

Riiqi. + lüSqi + ... + BidqC- + Bi'dqi'+ Bi'dqi'+ ... , , 

+ B^dq;f = ... 

welche von Hertz weiter untersucht ist. 

Der ursprüngliche Zusammenhang der beiden Teflsysteme 
wird nändicE dLh eine gewisse Inzahl (,) GleicLngen 
zwischen den Koordinatensätzen q{y q{y . . ., qy- und qCy 
q%y ..., q^' ausgedrückt, welche wir in der abgekürzten Form 

^1 (2', q") = 0, F^ {q', q") = 0, . . ., F,(SL', q") = 0, . . . (c) 

andeuten wollen. Sie sind in jedem konkreten Falle explicit 
bekannt (Beispiel: Kurbelmechanismus). Ihre Anzahl q 
bestimmt sich aus der Gleichung*): 

— 

*) In dem durch Figur 22 angedeuteten Beispiel, wo der Schnitt 
durch die Lenkstange geführt wurde, ist 

v' = 2, v" = \, v=l, also e = 8. 
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wenn v die Anzahl der Freiheitsgrade des ursprünglichen 
Systems bedeutet. 

Aus den Gleichungen (c) folgt durch Variation: 



dFi = 0, ÖF^ = 0, 



dF^ ^ 0. 



Diese Ausdrücke gestatten^ alle Größen dq' und dq'' durch 
die V Größen dq^y dq2, . . ., dqy linear auszudrücken. 
Denn infolge der Koppelung der beiden Teilsysteme fallen 
V der v' + v" Koordinaten q^ und g" direkt mit den ur- 
sprünglichen Koordinaten q^, q^, . . .^ qy zusammen. 
Wir setzen also: 



dqi =Xii6qi + k{2dq2 + 



und 



d qi = -üi 6qx + K'^ dqi + 

dq{'^k{idq, + X{idq2 + 
dqr=Xüdq, + Xiidq2 + 



(Jffv-— ^?'l(J^l+A;•2<5g2 + 



. . + X{ydq^ 



. • ~|~ Kyy'lJ Uy 
. . + kiy d qy 



+ }^"y8qyy 



wobei wir unentschieden lassen, welche von den Ko- 
efiGzienten k' imd X" wegen der Identitilt der Koordinaten 
verschwinden. Die diesen Gleichungen entsprechenden Aus- 
drücke der Größen g', q% q'% q" sind natürlich auch in den 
Formeln (b) und (b') bei der Berechnung der Reaktions- 
komponenten W und W zu verwenden. 

Jedenfalls erkennt man aus der Gleichung (a), welche 
für alle Werte der Größen bq^j bq^^ . . ., bqy identisch 
erfüllt sein muß^ daß die Komponenten i2/^ B^i^ ..., 12/ 
und JR/', iJg'^ •..; I^" den folgenden v linearen Bedingungen 
genügen müssen: 

XnHi + • . . + Vi2V + i-iiRi' + . . . + K-i^r' = 0, 



Alyßßl -|- . . . -|- Xy'yRy + Al'y 2i j" -|- . . . -}~ ky'yMy" = 0. 
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Diese Gleichungen bilden (nach Hertz) die Grundlage 
för die Berechnung der Schnittreaktionen in Maschinen. 
Führt man den Schnitt durch ein Lager, so ergeben sich 
in derselben Weise die Komponenten der betreffenden 
Zapfenreaktionen für den zu untersuchenden Mechanismus. 

4. Die Bestimmung der Auflagerreaktionen, welche 
namentlich bei Schiffsmaschinen von großer Bedeutung ist, 
kann in ganz ähnlicher Weise ausgeführt werden. Will 
man z. B. den WeUendruck (Fig. 23) beim Kurbelmechanis- 
mus für sich berechnen, so denke man sich das Wellen- 
centrum Ä nach Ä' um die Koordinaten %, »2 verschoben. 



A 



a. 



Fig. 28. 

Das neue System hat drei Freiheitsgrade. Nennen wir die 
erweiterte Energie JE* , so bestehen für die Bewegung 
dieses Systems die Lagrangeschen Gleichungen: 

d (dE\ dE\ 

d (dE\ SE* 
dT\da^) da^ 

dr\da2/ Ba^ 
Die Auf lagerbedingungen sind in den beiden Gleichungen 
-FiK. «2, d) = 0, F^{a^,a^, ^) = 

enthalten und die Auflagerreaktionen JB^ und JBj, welche 
den virtuellen Koordinaten a^ und a^ entsprechen, bestimmen 
sich aus den Gleichungen: 
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j^^d/dE-X dir ^^^ 

worin zuletzt % = und «2 = zu setzen ist. 

Ebenso verfährt man bei der Bestimmung der Kreuz- 
kopflager- und Cylinderreaktion. Hier sind, wie in Figur 24 
angedeutet ist, drei neue Koordinaten, nämlich q, c^ und 
der Winkel \p, einzuführen. 




Fig. U. 

5. In den Gleichungen (b) und (b') von No. 3 erscheinen 
die Beaktionskomponenten W und JB" am Ende der Rech- 

nung als Funktionen der Größen q, q imd q. Für das 
ungeteilte System kennt man aber die Bewegungsgleichung: 

d (dE\ SE ^ 
— --T- -— «^„ e = l,2, ..., V. 

dT\dqJ 8q, 

Mit Hilfe derselben kann man immer die Größen qt 
aus den iJ' und 2J" eliminieren, so daß die letzteren im 

allgemeinen Funktionen von q und q werden. 

Sind in besonderen Fällen noch Integrale der Be- 
wegungsgleichungen bekannt, dann kann man noch einige oder 

eventuell alle q eliminieren. Unter Umständen sind also 
die Reaktionskomponenten lediglich von der Position und 
den Anfangsbedingungen des Systems abhängig, wie man 
aus dem folgenden Beispiel ersieht. 

6. Wir denken uns ein prismatisches Stangenpendel 
von gleichmäßiger Massenverteilung in dem Punkte Ä (Fig. 25) 
zerschnitten. Dann behält das Stück K' den Charakter des 
unversehrten Pendels vollkommen, während das abgetrennte 
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Stück K" in der Pendelebene freie Beweglichkeit (also drei 
Grade der Freiheit) gewinnt. 




n\ 



OÄ=e, AB^l 



Fig. 25. 

Es wird jetzt nach den Bezeichnungen der Figur: 
x( = r' cos ^, X2 = r' sin i>, 

^" = ö^x + r" cos xpy xi' = «2 + »"" siii Wy 
und die Kuppelungsbedingungen sind: 

o^ = e cos 1?, Og = e sin I?, ^ = i>. 

Man erhält sofort für die Quadrate der Geschwindig- 
keiten der Sjstempunkte P und P' die Ausdrücke: 



i;'2 = r'2 . ^2 



und 



V = («1 — r sin y; • xpf + (ag + r cos ^ • ^pf. 
Folglich wird: 



o 
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und 



öti + «2 + "ö" * V' — ^ (% s^ W — ^a ^^s w) W 



wenn man die Masse der Längeneinheit des Pendels 
mit m bezeichnet. 

Aus diesen Energieausdrücken findet man nach den 
Gleichungen (b) und (b') in No. 3 die nachstehenden Werte 
der Beaktionskomponenten: 

/.. 1 .. 1 . \ 

Ui"= mn Ol — — Z sin ^ • v^ — — Z cos v^ • v'^ j _ q^f^ 



/.. 1 "1 . \ 

Iii'= mZI Og + -^ Z cos v' • v' — — i sin ^ • v;^ 1 — Qi\ 






Ka) 



Hierin ist: 



Sind alle Massenpunkte der Schwere (Beschleunigung 
= g) unterworfen, dann ist : 

k{=mgdr\ Tci=^0, hC=mgdr'% ki'=0, 

und man erhalt: 

^(9= — -gWte^gfsin*, 
Q^ = — -^vxP ' g An\p. 
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Nach m., c, 21., ist die Bewegungsgleichung des un- 
zerlegten Pendels: 

Hierin ist für den vorliegenden speziellen Fall: 

zu setzen. 

Die Differentialgleichung der Bewegung nimmt also 
jetzt die Form an: 

2 d^d 

-3(6 + ^^^ = — S'sini? ... (b) 

Femer folgt aus den Kuppelungsgleichungen: 

• . . • . . 

«1 = — e sini> • ^, Ö2 = e cos ^ • d, tp = <&, 

«1 = — esini? -^ — e cos 1? • ^^^ 

a2 = e cos ^ • i> — e sin t? • '9^, ^ = ??. 

Führt man diese Werte in die Gleichungen (a) ein, 

dann erhalt man die Reaktionskomponenten R^, RC, Ri'y 

• •• . 

jR^' zunächst als Funktionen von d, d und 1). Die Glei- 

chung (b) gestattet aber die Elimination der Größe ii>, und 
die Integralgleichung, welche das Prinzip der Erhaltung der 
kinetischen Energie liefert (III., c, 15.): 

1 
-^ (e + T)'&^ = flf (cos 1? — cos a) 

erlaubt auch noch, ^ durch ^ und die Amplitude a aus- 
zudrücken, so daß die Endwerte der Reaktionskomponenten 
im gegenwärtigen Falle nur von ^ und den Konstanten 
des Problems abhängen. 

G. Charakteristik der Systemreaktionen. 

7. Die Schnittmethode bildet für alle Fragen nach der 
kinetostatischen Beanspruchung des Systems wohl den 
natürlichsten und nächstliegenden Weg. Ihre Resultate 
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hängen aber wesentlich von der Lage und der Form des 
Schnittes ab und sind deshalb zur allgemeinen Charak- 
terisierung des Verhaltens der D'Alembertschen Re- 
aktionen wärend des kinetischen Prozesses nicht geeignet. 

Unterlaßt man aber die Zerteilung des zu untersuchen- 
den Systems^ dann geben die Lagrangeschen Komponenten 
des Vektors der Reaktionen in bezug auf das ganze System 
keinerlei Aufschluß, da sie bestandig gleich Null sind. 

Man ist deshalb genötigt, andere Funktionen der 
Elementarreaktionen aufzustellen, welche während der Be- 
wegung stetige Änderungen erfahren. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir die zweite AngriflFsvariation des System- 

virials F, der Elementarreaktion (s). 

Nun ist für ein beliebiges System von Elementar- 

kräflen (Je) bei Beschränkung auf zwei Koordinaten: 



Setzen wir also unserer Voraussetzung entsprechend : 

dx = e^' dqx+ €2 • dq^, 
so wird 

Jetzt ist die Größe 

zu bilden. 

Man erhält sofort 



x = €^^ d^q^ + €2 • d^q2 + ^^i • ^^i + de^ • dq^ 
und 

Setzt man also 



und 
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so wird 

(02) r, = Q.d^q, + Q.d^q, + Q,^{dq,y+ 2 Q,,dq, dq. 

Nun ist aber die Beziehung 

dq^ " dq^ 

die Integrabüitätsbedingung (II., 5.) für den Differential- 
ausdruck 

dx = El • dq^ + ^2 • dq^ . 
Mithin wird 

Im Falle des Gleichgewichtes der £lementarkräfte Ä 
hat man 

Q^^ 2he^=0 und Q2 = 2he<2 = 

oder in der Schreibweise der Angriffsderivierten (HIc., 8.) 
des Virials die Ausdrücke 

Die Keduktionsgrößen ' ^11 , Q^^y Q22 nehmen nach dieser 
Auffassung die folgende Form an: 

«"=©''" ""-{^y- «"=©'''• 

Sie sind also die zweiten partiellen Angriffsderivierten 
des Systemvirials Vk nach den Koordinaten q^ und 22« 

8. Diese allgemeinen statischen Betrachtungen über- 
tragen wir jetzt auf das System der D'Alembertschen 
Elementarresitionen (s) entsprechend der Drei -Vektor- 
Gleichung 

k = juw + s. 
Die Größen 



ß^V V^Q'i^W x^^l 
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sind im allgemeinen von Null verschieden und eignen sich 
daher zu einer Charakterisierung des GleicI^ewichts- 

systems der Reaktionen s während des Verlaufs der Be- 
wegung^ ohne daß die Vorstellung von Teüsystemen 
notig ^nrd. 

Wir wollen sie deshalb die Elemente der Charak- 
teristik der D'Alembertschen Reaktionen nennen. 

9. Wie bei allen statischen Betrachtungen ^ so kann 
man auch hier statt der Koordinaten q andere und zwar 
spezifisch kinematische Parameter einfuhren. 

Für den Fall des rotierenden starren Körpers ist 

(cf. n., 16.): 

dx=^ d'& • X, 
Hieraus folgt: 



d^x = d^'»'X-\-d»' dx 
oder 



x=^d^» 'X + d»(6'»'X) 

Man hat also im gegenwärtigen Falle: 

(32) Fi = <J2d . 2'^ + 2'(ä* . x)(d'» . l) — {d»Y2:xh. 
Für D'Alembertsche Reaktionen wird 



Ms =^ 2 xs ^ 
und demnach 

(^2) F, = 2* (3* . ^ (a* ~s) — ((J*)2 STs. 

Nun ist aber 



{6)Ms^2dX' s 
und 



Folglich erhält man für {d^) Vg den übersichtlichen Ausdruck 

((52) F, = (<5) j^ . <J* 
oder in Worten: 

„Die zweite Angriffsvariation des Virials der D'Alem- 
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bertschen Eeaktionen ist beim rotierenden starren System 
gleich dem inneren Produkt der ersten Angriffs Variation 
des Momentes dieser Reaktionen imd der virtuellen Yer- 
rückung." (Möbius). 

10. Durch Zerlegung in rechtwinklige Komponenten 
ergibt sich aus der obigen Formel 

Femer ist: 

= 2 (^#3 • X^ — d^^ ' Xq) Sg — 2 {d'&i 'X^ — 5*2 • ^l) ^2 > 

d.h. 

{d)M^ =- -'2:{x2S2+XqS^) . d'^j^ + üo^s^ • d^^ + -2*^:153 • aus- 
setzen wir also das Virial der Elementarreaktionen 

^(^iSx +X2S2 + XqSq) = W 

mid zur weiteren Abkürzmig 

dann ist 

(d) Jfi = (Bu - TF) <)*i + -^2 • <5<?2 + 5is . «J*„ 

(.5) Jfj = ^1 . ^*i + (S„ - TT) <J^, + 5,8 . d#g , 

((J) Jfs = JSi,i . 6»^ + Bs, . (J*. + (^8 - F) ^dg . 

Folglich wird 

(<J*) V, - (5a _ TT) (.5 *i)2 + {B,^ - W) {d^^Y 

+ (^3 - TF) (ö&^y + 2 ^j <5*i a^a + 2 JBj, <$#, dd, 

wenn wir die aus der Gleicbgewichtsbedingung 
folgenden Beziehungen 

-Ojl = -Dia > -Ogl = -Dl3 > -Ogj = ^28 

berücksichtigen. 
Die Größen 

B^^—W, B^^-W, -Bgg-TF, 

-O10 , Jjno • jDq 



'12 9 -^28 ^ -^81 
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Bind also (cf. No. 8) die Elemente der Charakteristik der 
D'Alembertschen Reaktionen für das rotierende starre System» 
11, Wir müssen nmi die Drei -Vektor-Gleichung 

h = fJLW + s 

hinzuziehen^ aus welcher man unmittelbar 

Z XylCX = 2 fJiXyWX + 2 Xy S}, 

folgert. 

Die Einfuhrung der Bezeichnungen 

2i (X^ tC^ -f- 3/2 ^2 + X^ fC^) = V , 

2 /j.{x^w^ + x^w^ + x^Ws) = V„, 

ZXyhx= AyX, 2 fJiXyWX^PyX 

gestattet die Aufstellung der folgenden Ausdrücke für die 
Elemente der kinetostatischen Charakteristik: 

Bii- Tr= ^u - V - (Pu - F„) , 
5,2— Tr== ^3 — V-(P22— F„), 
-Bss- TF= A3-V-(P33-F„), 

X>i 2 = -4-12 1^2 i ^23 "== -^3 ^23 J "zi "^ -^31 -^31 • 

Nun ist (IL, 16): 

Vw== 2 uxw = 2 ux • -:i- = 2 fxx-:r{oyoc) 



= 2ibLXcox-\-2juxco {cox) 

= — 2 jucoxcox = — 2 E. 

,,Das Virial der Massenbeschleunigung beim rotierenden 
starren Körper ist gleich dem doppelten der negativen kine- 
tischen Energie des Systems.^^ 

12. Es bleibt noch die Berechnung der kinematischen 
Größen Pyx übrig. Hierzu benutzen wir den Ausdruck fiir 
die Elementarbeschleunigung 



w = (ox + (o (cox) = W^ + W2 + w^. 
Hieraus folgt nach L, 6.: 

Wx = COx-\.iXx^i — COx^iXx-\-i — (O^ • Xx 

+ cox(a)iX^ + CO2X2 + co^Xq) 
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und für 

2 fiXyXx = Tyx 
der verlangte Wert 

■PrA = Ty^ A-l 0>A + i — Ty^ A-hl Ö>A-1 — ^Va ' 0>^ 
4- (Tyi COi + Ty2 CÜ2 + ^rS 0>8) COa • 

Mit Hilfe der Eulerschen Gleichungen (III c, 16.) für die 
Bewegung des Systems kann man aber in diesen Ausdrücken 

die Komponenten der Winkelbeschleunigungen ö>i, co^y (o^ 
eliminieren und erhält dann die Pyx als Funktionen der 
Komponenten co^, cog, 0)3 und der äußeren Kräfte, so daß 
auch die sechs Elemente der Charakteristik der D'Alem- 
bertschen Reaktionen für ein rotierendes starres System als 
Funktionen derselben Größen darstellbar sind. 

Der Zusammenhang der „kinetostatischen Charakteristik^' 
mit der Beanspruchungstheorie ist im allgemeinen noch 
nicht aufgedeckt. In speziellen Fällen sind diese Beziehungen 
leicht zu erkennen. So ergibt z. B. die kinetostatische Unter- 
suchung für ein unter dem Einfluß der Schwere rotierendes 
Massenpendel die Beanspruchung in der Weise an, daß ein 
Zeichenwechsel des einzigen hier vorkommenden Elementes 
der Charakteristik den Übergang von der Zugbeanspruchung 
zur Druckbeanspruchung anzeigt. Auch beim Kurbel- 
mechanismus läßt sich ein ähnlicher Zusammenhang erkennen. 
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Anhang. 



A. Ableitung der Formel für die relatiye Beschleunigung 
aus der Lagrangeschen Orundgleichung. 

Nach IL, 15. besteht die identische Gleichung: 

-Ti-ixdx) — öE^wdx ... (I.) 

in welcher sich alle kinematischen Größen auf die absolute 
Bewegung beziehen. Bezeichnen wir den Vektor der rela 

tiven Lage eines freien Punktes mit x^ ^ dann ist dx = dx' 
und (n., 16):, 

x = x' + wx\ 
Hieraus folgt: 

xdx = x^dx'+ cox' ' dx% 
also 

-^\xdx) =x'dx'+ x'dx'+ cox'dx'+ cöP- dx\ 
Femer wird: 

2 2 

und 



1' 1 r. ^ 1 

i? = — 1;2= [^'2 ^ 2x'*cox'+ (ox'cox'l 



• . 



dE = x'dx'+(ox'' dx' + x'(0' 6x'+(ox'(odx\ 

Die Einführung dieser Werte in die Lagrangesche 
Grundformel (L) gibt: 

x' — x'(o + (ox' + o}((ox')\dx' =wdx' 
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oder 



w=^ x''{-2(ox'+ a){(ox'), ... (a) 

wenn man die Winkelgeschwindigkeit co des rotierenden 
Bezugssystems als einen Vektor von konstanter Richtung 

und Größe betrachtet. Ist co veränderlich, dann wird: 



w = x^+2(ox^ + co{a)x') + cox' ... (b) 

Der Vektor der absoluten Beschleunigung zerfallt also 
jetzt in vier Komponenten, deren begriflf liehe Bedeutung 
leicht erkennbar ist. 

Im allgemeinsten Falle hat das Bezugssystem auch 

noch eine Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit c. 
Dieser Auffassung entspricht der Ausdruck: 



x = c + x' + cox' 

ffir die absolute Geschwindigkeit, wenn wir den Vektor x^ 

jetzt auf den Punkt (c) beziehen. 
Es wird dann: 



xdx == cdx'+ (ox' ' 6x' -\- x' d x' 
und 



c^+2cx^ + x^* + 2x^(ox'+ wx' • cox'+ 2ccox^ 



Die Ausfuhrung der Rechnung nach dem obigen Schema 
gibt die allgemeine Formel für die absolute Beschleunigung 
bei der relativen Bewegung, nämlich: 



w ^ c + (oc + x' + 2(ox'+ (o{a)x') + (ox\ 
Hierin setzen wir a?'= 0, x'=0 und erhalten: 



w* = c + coc + (o(cox^) + (OX' 

als Ausdruck der „Führungsbeschleunigung". 
Aus der Gleichung 

w = w*+ x^+ 2cox' 

erkennt man, daß die absolute Beschleunigung auch im ^ ^ 
allgemeinen Falle durch die geometrische Summe der : ^ : 

7* '-•'- 
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Führungsbeschleunigung (tv), der relativen Be- 
schleunigung [x'i und der Zusatz - Beschleunigung [2(ox') 
dargestellt wird. 

B. Bewegung des starren Systems parallel einer 

festen Ebene. 

Die Geschwindigkeit eines beliebigen Systempunktes 
ist nach IL, 16.: 

V = c -{-cox. 

x^ möge auf der festen Ebene senkrecht stehen. Dann ist 
cüi = 0, cog = 0, 0)3 = a> und 

^1 = ^1 — ^^2} 

m 

^2 = ^2 + ^^1- 

Diese Gleichungen bringen wir auf die Form: 

^1 = — co(rr2 — «2)^ 

^2= (d(X^ %), 



so daß 






^2 


^1 


) 


«2 — — 


0) 


CO 



wird. %, «2 sind die Koordinaten des Momentan- 
centrums, um welches die Rotationsbewegung des ebenen 
Systems erfolgt, soweit — für einen bestimmten Augen- 
blick — nur der Geschwindigkeitszustand in Betracht 
kommt. 

Die aufeinander folgenden Lagen dieses Punktes büden 
sowohl in der ruhenden Bezugsebene (der Koordinaten x^, X2) 
als auch in dem beweglichen System zwei Kurven, welche 
während der Bewegung aufeinander rollen. Weitere Aus- 
fuhrungen dieser Vorstellung geliören in die geometrische 
Kinematik. 

Die Formeln für die Beschleunigung eines Punktes 
im starren System, dessen Bewegung parallel einer festen 
Ebene erfolgt, nehmen ebenfalls eine sehr einfache Form 
an. Aus der Gleichung 

V = C + (OX 
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folgt sofort durch Differentiation nach der Zeit: 



w = c + (ox + a)[c + cox] 
d. h.: 



w = c + coc -\- (OX + CO {(OX) ... (a) 

und die Komponenten für die ebene Bewegung werden: 

■• • • 

W7jL = <^l 0)^2 ^^2 — (O^X^y 

•• • • 

W2 = C2 COq + (OX^ (o'^X2 . 

Hierin fiihren wir die Koordinaten des Momentancentrums 
{ßii «2) Drittelst der Gleichungen 

ein und erhalten 

% = — (o^{x^ — «i) — (o {x^ — «2) + ö;ö&2, 

W2 = (O^ {X2 — «2) + a> (a?i %) — CO«! . 

Setzt man in den Gleichungen (a) die Vektoren c = 
und c = und außerdem zur Abkürzung: 

W*i = — (0^{X^ — «i) — (O (X2 — «2)^ 

wl = — (o^(x2 — «2) + ö> (x^ — a^), 
so wird 

w^ = w\ + (oa2, 
W2 = wl — (oa^, 

und man erkennt, daß die absolute Beschleunigimg (w) bei 
der ebenen Bewegung sich aus der ßotationsbeschleu- 

nigung (tv) um das Moraentancentrum und der Zusatz- 
beschleunigung — (oa geometrisch zusammensetzt. 

G. Bewegung einer Kette auf einer festen Kurye. 

Mit Rücksicht auf die Kinetik der Zugbewegimg auf 
einem Schienengeleise wollen wir noch die Bewegungs- 
gleichung einer Kette mit einem Grad der Freiheit aufstellen. 

Pur einen beliebigen Punkt der Kette gilt die Gleichung: 

Je = fJLW + s. 
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Die Bewegungsgleichung ist also in der Formel 

2 {Je — fJLW)dx «0 

enthalten. 

Man hat für die virtuelle Verschiebung den Ausdruck; 

6x = o • dSf 

wenn die Bogenlänge s von einem bestimmten Punkte der 

festen Kurve gerechnet wird und o den Einheitsvektor in 
der Tangentenrichtung bedeutet. 
Folglich ist: 

2 fjLWa = 2 ho 

oder unter Benutzung rechtvnnkliger Komponenten: 

^ Idv^ dx^ dv^ dx^ dv^ dx^ 
2j ^\lh 'ds '^ ~d^ ~ds '^ JV 'dsl 

Setzt man nun, wie in der Theorie der Fadenkurven 
(Illa., 19): 

Jc = 9cds und 2 [x^^fXj 
dann nimmt die Bewegungsgleichung die Form an: 

^•^-- ?L ^^.c ^4-« ^ds 

wo 5i — Sq die Lange der Kette darstellt. 

Durch Einführung der spezifischen Masse m (Masse 
der Längeneinheit) wird die D>rei -Vektor- Gleichung: 

xds = mwds + Tids, 

wenn man noch s = n • ds setzt 

Folglich hat man für n den Ausdruck: 

TT = X — vxw. 
Setzen wir nun: 
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— dv — v^ — 

t<; = — - . a H • r, 

dx r 

X = Xa • a -\- Xy • V -{- Xy' •V'y 

71 = Tta ' O -{- Tty ' V -\- Tty' • V% 

worin Of V, v' und r dieselbe Bedeutung haben wie in I., 13. 14^ 
dann erhalten wir für die betreffenden Komponenten des 

Elementarvektors n die Gleichungen: 

dv 
ax 

Tly = Xy in , 

r 

<fly "^^ fvy • 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt die tangentiale 
Zugspannung an der Stelle^ welche um die Bogenlänge V 
von dem Anfangspunkte absteht^ gleich: 

V V v 



I nads = I Xods — / m-j-ds 





r 



= I Xads — m^^-. 
J ax 



D. Beibang auf festen Surren und Flächen. 

Betrachtungen über den Vorgang der Beibung gehören 
in die Physik^ da sie sich auf experimentelle Grundlagen 
stützen müssen. In der theoretischen Mechanik benutzt 
man noch vorwiegend das Coulomb sehe Reibungsgesetz^ 
indem man es auf einen materiellen Punkt bezieht. Der 
dynamische Elementarvektor, welcher die Beibung nach 
lUchtung und Größe darstellt, ist hiemach durch den Ausdruck 

yJcy ' o 

darstellbar. Hierin bedeutet a einen Einheitsvektor in der 
Richtung einer möglichen oder wirklichen Bewegung, Jcy den 
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Normaldruck*) auf die feste Unterlage und y eine kon- 
stante Zahlgröße**) (Reibungskoeffizient). 

Die Einfuhrung der elementaren Reibungskräfte in dieser 
oder einer anderen Auffassung erfolgt auf Grund der all- 
gemeinen statischen und kinetischen Prinzipien. 

Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verschie- 
bungen auf statische Probleme verlangt jedoch einige Vor- 
sicht^ wie man schon aus dem folgenden Beispiel ersieht. 

Für einen einzigen Punkt auf einer rauhen Kurve oder 
Fläche ist die Gleichgewichtsbedingung: 

(ä + ylZy • o)dx = 0. 

Nun ist aber in diesem Falle: 

öx = o • 6x 
und infolgedessen: 

ko + ylcy = 0. 

Offenbar bezieht sich aber diese statische Gleichung 
auf eine äußerste Grenze des Gleichgewichts. Femer hat 

man dem Vektor o entgegengesetzte Vorzeichen beizulegen. 
Der Ausdruck der vollständigen Gleichgewichtsbedingung 
hat also die Form: 

— yco ^yky ^ Ico. 
Aus der Komponentenzerlegung: 

K = rC0 ~7~ Ky 

folgt unmittelbar: 

JCO = JCyO. 

Es wird also für die Grenzen des Gleichgewichtes: 



*) Bei den kinetischen Prüblemen mit Berücksichtigung der 
Reibang ist dieser Druck selbstverständlich nicht durch die äußere 
Kraft allein bestimmt wie in der Statik, sondern nach III., d., 1. 2., 
auch noch von der Geschwindigkeit des Punktes und den KrummuDgs- 
verhältnissen der Bahn abhängig. 

**) Nach neueren Versuchen ist der Keibungskoeffizient y keine 
konstante Größe, sondern eine Funktion der Gleitgeschwindigkeit. 
Die Reibang bei sorgfältiger Schmierung, wie sie in Lagern von 
Maschinen notwendig ist, erfolgt überhaupt nicht mehr nach dem 
Coulomb sehen Gesetz. Sie ist von Petroff und Osborne 
Reynolds eingehend untersacht. 
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Tc cos (Ä|a) = + yhyy 
h sin {h\o) = ky. 
Die Gleichgewichtsbedingung kann daher auch in der Form: 

geschrieben werden. Den Winkel, dessen Tangente gleich 
dem Beibungskoeffizienten (y) ist, bezeichnet man als 
„Reibungswinkel". Hieran schließt sich dann der BegriflF 
des „Reibungskegels" fiir eine rauhe Fläche unmittelbar an. 

Bei dementsprechenden kinetischen Problemen kann 
man sich der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen un- 
mittelbar bedienen, hat aber darauf zu achten, daß die 
elementare Reibungskraft der Bewegungsrichtung stets ent- 
gegengesetzt ist. 

Reibungsvorgänge in Gelenkmechanismen verlangen 
zur theoretischen Behandlung im allgemeinen die Berück- 
sichtigung der elastischen Deformationen imd Spannungen. 

E. Beanspruchnng der Pendelachse durch ein System 

von Momentankräften. 

Für jeden Punkt des Pendelkörpers gilt die Drei- 
Vektor- Gleichung erster Ordnung: 

A = /ii; + r . . . (a) 

Hieraus bilden wir nach III., a., 2.: 



r = 2!r und R = 2!xr, 

worin die Summationen sich über das ganze System er- 
strecken. Die Zerlegung nach rechtwinkligen Achsen ent- 
spricht den Gleichungen: 

r = ri + ra + rg , R =« Ri + Rg + R3. 

Läßt man die Pendelachse mit der Achse der x^ 
zusammenfallen, dann sind r^, rg, r^ die Komponenten der 

Beanspruchung der festen Achse auf Schiebung und R^ , R2 
die Komponenten der Beanspruchung auf Drehung in den 
Lagern. 
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Die Beziehung 

stellt nach dem D^Alembertschen Prinzip die kinetische 
Gleichung der Impulsion dar. 
Aus (a) folgt unmittelbar: 

r = h — 2 fiv 
und 

R = H — 2 fjLXV, 
wenn, zur weiteren Abkürzung 



h = 2'A und H^2x 
gesetzt wird. 

Nun ist aber (IL, 16.): 



V = (üXy also S fiv ^^ 2 fjLcox 
oder 

Hierin ist ju die Masse des ganzen Systems und x* der 
Vektor ihres Schwerpunktes. 
Femer ist nach L, 8.: 

2 fjLXV « 2 fix ((ox) = 2 jLLX^ •OD — 2 jLi (wie) • X. 

Da man nach der Voraussetzung coi = 0, 0)2 = 0, 
a>3 = ö> hat, so wird: 

r2 == hg — o> jLix\ , 

»•3= hs 
und 

Ri = Hl + ö> D2 , 

R2 = H2 + CO Dl , 

R3 = H3 — CO T . 
Hierin ist 

T== 2 /i(xl + xl) , Di=^2 /iXzXq, Di= 2 jj^x^Xi 

gesetzt, so daß T das Trägheitsmoment um die Pendelachse 
Dl und D2 die Deviationsmomente um die beiden andern 
darauf senkrecht stehenden Achsen bedeuten. 
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Da Rg = sein muß, so wird 

H3 

und die Beansprachung der Achse verschwindet, wenn 
fj = 0, Tg = 0, rg = 0, Ri = und Rg = wird. Diesen 
Bedingungen entsprechen die Gleichungen 



und 



I "'s • • I •'s • • I r\ 



u 3 rN LJ 3 r> 

ni = -=- Dg, "2 == "=p" ''l • 



Die Größen x\ und Dg sind natürlich auf die Ächsenbean- 
spruchung ohne Einfluß. 

Laßt man nur eine elementare Momentankraft h^ in 
in der Richtung der X2 wirken, dann wird in den obigen 
Gleichungen 

hl = , hg = Ä2 ^ hg = 

Hi=— aJgÄg, H2 = 0, H3 = 0:1*2 • 

Gewöhnlich setzt man auch noch x^ = 0, nimmt also — da 
liegen hi = auch xl = ist — an, daß der Angriffspunkt 
von ^2 durch die Schwerpunktsebene geht. Dann erhält 
man*) aus den obigen Gleichungen 

_ T 

Xi — i 2 
JUXi 

lur den Abstand des „Centrum percussionis" von der Dreh- 
achse. (Descartes, 1646.) 

F. Daten ans der Oescliichte der Mechanik. 

1. Archimedes (287 — 212 v. Chr.) De planorum aequili- 
briis. De iis quae vehuntur in aqua. Opera 2., Leipzig 1881. — 
Hebelgesetz. Schwerpunktsbestimmungen. Gesetz des hydro- 
statischen Auftriebes. 



*) Im Anschlaß an dieses spezielle kinetostaüsche Problem und Be- 
wegongsgleichang des physischen Pendels hat sich die Mechanik ge- 
bundenerSysteme geschichtlich entwickelt. Man vergl. A n h a n g F. 6. 
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2. Guido Ubaldo*) (1545—1607 n. Chr.) Mechamcomm 
liber, Pesaro 1577. — Erkennt das Prinzip der virtuellen 
Arbeiten am Hebel und am Flaschenzug. 

3. Stevin (1548 — 1680) De Beghinselen der Weegkonst, 
Leyden 1586. Findet auf geniale Weise das Gesetz der 
Kräftewirkung an der schiefen Ebene und leitet daraus das 
Prinzip der Kräftezusammensetzung für einen gemeinsamen 
Angriffspunkt ab. 

4. Galilei (1564 — 1642). Della scienza meccanica, von 
Galilei während der ersten Jahre seines Aufenthaltes in 
Padua (1592—1610) verfaßt, von Mersenne 1634 (Paris) 
in französischer Sprache herausgegeben und 1649 (posthum) 
in italienischer Sprache erschienen. Galileis mechanische 
Hauptschrift: Discorsi e dimostrazioni mathematiche intorno 
a due nuove scienze attenenti alla meccanica ed ai movi- 
menti Iqcali, Leyden 1638. — Galilei ist der Begründer der 
technischen Statik (meccanica) und der Bewegungslehre 
(movimenti locali) geworden, indem er auf beiden Gebieten 
die ersten fundamentalen Ansätze gegeben hat. Die Grund- 
lagen der Bewegungslehre lieferte er durch die Entdeckung 
des Trägheitsgesetzes und die Erkenntnis der geometrischen 
Addition elementarer Geschwindigkeitsvektoren bei der Unter- 
suchung der Wurfbewegung. Die ersten Keime des Prinzips 
der virtuellen Arbeiten bei Guido Ubaldo bringt er zur 
weiteren Entwicklung, indem er es für alle einfachen Maschinen 
als Grundgesetz hinstellt. Begründer der Gesetze des ein- 
fachen Pendels. 

5. Descartes (1596—1650). Lettres, Paris 1667. — 
Von Mersenne zur Bestimmung der Schwingungsdauer des 
physischen Pendels aufgefordert, löst er 1646 das im An- 
hang E daigestellte kinetostatische Impulsproblem (Centrum 
agitationis seu percussionis) in einem speziellen Falle. 

6. Huyghens (1629 — 1695). Horologium. 4», Hag. 
Comm. 1658 (Erfind, der Pendeluhren). Horologium oscilla- 
torium, Paris 1673. — Er jBndet in dem Satze von der 



*) Die einzige Betätigung des Mittelalters in der Mechanik äußert 
sich in der scholastischen Pflege der in den Quaestiones mechanicae 
aufgestellten Naturphilosophie des Aristoteles — daher das leere 
Zeitintervall zwischen Archimedes und Guido Ubaldo, welches ebenso 
charakteristisch ist, wie die erstaunliche Intensität der mechanischen 
Leistungen im 18. Jahrhundert. 
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Erhaltung der lebendigen Kraft zum erstenmal ein Ansatz- 
prinzip für die kinetische Grundgleichung*) gebundener 
Systeme von einem Grad der Bewegungsfreiheit (physisches 
Pendel) und gelangt damit zur Formel III c, 21. Seine be- 
deutendste kinematische Leistung ist die Zerlegung des 
Vektors der Elementarheschleunigung nach der Tangente 
und Normale der Bahn (cf. II., 3). 

7. Nevjtm (1643 — 1727). Hauptwerk: Philosophiae 
naturalis principia mathematica, London 1687.**) -^ Er bringt 
die Gesetze der Mechanik freier Punktsysteme in methodisch 
vollendete Form, wobei er von den folgenden ,,leges motus" 
(Princ. No. 10, 12, 13) ausgeht: 

I. Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi 
vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus 
a viribus impressis cogitur statum illum mutare. 

II. Mutationem motus proportionalem esse vi motrici im- 
pressae et fieri secundum lineam rectam, qua vis illa 
imprimitur. 

m. Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem ; 
sive corporum duorum actiones in se mutuo semper 
esse aequales et in partes contrarias dirigi. 

Eine systematische Ausbildung des lex tertia hätte Newton 
wohl ohne Zweifel auf die Entdeckung der Bewegungsgesetze 
gebundener Systeme gefuhrt, wenn er einer solchen Ideen- 
entwicklung nicht prinzipiell entsagt hätte. „Caeterum mecha- 
nicam (d. i die Lehre von den Maschinen) tractare non est 
hujus institutL" (Principia No. 20.) Sogar die vorhandene 
Theorie des zusammengesetzten Pendels blieb ihm ein 
fremdartiger Stoff. 

8. Leibnitz (1646 — 1716). Zahlreiche Abhandlungen 
über mechanische Probleme in den Acta eruditorum Leipzig 
1686 — 1710. Leibnitzii et Joh. Bernoulli commercium epistoli- 

*) Allerdings in der Form eines Integrals der eigentlichen 
kinetischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

**) Man beachte besonders Newtons scharfe Unterscheidung zwischen 

dem Vektor der eingeprägten Elementarkraft (k) und seiner Wir- 
kung auf den kinematischen Zustand des beeinflußten Massen- 

Punktes (/u), welcher sich in der Grundgleichung h^=fMW ausdrückt. 

Die „actio" wäre s = A; — fiWy wenn die Elementarmasse fi einem 
gebundenen System angehörte. 



